ТОМЪ  ПЕРВЫЙ. 

СОЧИНЕНІЯ  НА  РУССКОМЪ  ЯЗЫКѢ. 


Печатано  съ  разрѣшенія  Совѣта  Университета, 
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(*)  Ученыя  Записки  начали  издаваться  съ  1834»  года  и первая  книжка  вышла  съ 
предисловіемъ,  написаннымъ  Лобачевскимъ. 
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11.  Примѣненіе  воображаемой  геометріи  къ  нѣкоторымъ  интегра- 
ламъ (Ученыя  Записки  Казанскаго  университета  1836  г.  кн.  1). 

12.  8нг  Іа  ргоЪаЪіІііё  Зев  гёзиііаіз  тоуепз.  Іігёз  без  оѣ- 
з е г ѵ а I і о п з гёрёіёез  (боигпаі  Гйг  сііе  МаЫіетаіік.  Огеііе.  24  часть). 

13.  Веіігй§;е  ги  беп  Рагаііеіііпіеп  (Вегііп.  1840  г.). 

14.  ІІеЪег  біе  Сопѵег^епг  бег  ипепбіісііеп  КеіЬеп  (Ка- 
зань 1841  г.  4°). 

15.  Полное  солнечное  затмѣнге  въ  Пензѣ  26  іюня  1842  г.  (Жур- 
налъ Министерства  Народнаго  Просвѣщенія  1843  г.). 

16.  О значеніи  нѣкоторыхъ  опредѣленныхъ  интеграловъ  (Ученыя 
Задиски  Казанскаго  Университета  1852  г.  кн.  4 и на  нѣмецкомъ  языкѣ 
въ  журналѣ  Эрмана:  „Агспіѵ  Ійг  біе  тззепзсІіаШісІіе  Кипбе  ѵоп  Визз- 
Іапб  ) . 

17.  Рап^ёотеігіе  он  ргёсів  бе  Ѳёотеігіе  Іопбёе  зиг  ипе 
іЬёогіе  §ёпёга1е  еі  гі§оигензе  без  рагаііёіез.  (Помѣщено  въ 
Сборникѣ,  изданномъ  но  случаю  50-лѣтняго  юбилея  Казанскаго  универ- 
ситета въ  1856  г.). 

18.  Патеометрія  (Ученыя  Записки  Казанскаго  университета  за 

1855  г.). 

Кромѣ  того  есть  извѣстіе  о сочиненіи,  представленномъ  въ  физико- 
математическій  факультетъ  въ  1815  году  „ о разрѣшеніи  алгебраическаго 
уравненія  хп — 1 =о“,  которое  не  было  напечатано. 

Занимаясь  отвлеченными  науками,  Лобачевскій  относился  съ  лю- 
бовью и къ  наукамъ  опытнымъ.  Памятникомъ  его  трудовъ  въ  наукахъ 
наблюдательныхъ  остались  упомянутое  уже  описаніе  наблюденій  сол- 
нечнаго затмѣнія  въ  Пензѣ  и устроенные  по  мысли  Лобачевскаго  чувст- 
вительные термометры  для  наблюденія  температуры  почвы. 

Будучи  профессоромъ  математики  въ  Казанскомъ  университетѣ,  Ло- 
бачевскій дѣлился  со  своими  слушателями  результатами  его  ученыхъ 
работъ.  Въ  памяти  благодарныхъ  учениковъ  его  сохранилось  глубокое 
уваженіе  и высокая  оцѣнка  его  лекцій  (1).  Профессоръ  Поповъ,  ученикъ 
Лобачевскаго,  говоритъ  въ  своемъ  воспоминаніи  о Лобачевскомъ  „Въ 
аудиторіи  профессоръ  Лобачевскій  умѣлъ  быть  глубокомысленнымъ  или 
увлекательнымъ,  смотря  по  предмету  изложенія  ; „Онъ  мало  заботился 
о механизмѣ  счета,  но  всего  болѣе  о точности  понятія „Его  публич- 
ныя лекціи  привлекали  въ  аудиторію  многочисленную  публику,  а чтенія 
для  избранной  аудиторіи,  въ  которыхъ  Лобачевскій  развивалъ  свои  но- 
выя начала  геометріи,  должно  назвать  по  справедливости  глубокомыслен- 
ными*. 

(1)  Из ъ учениковъ  Лобачевскаго  особенно  извѣстны  имена  бывшихъ  профессоровъ 
Казанскаго  университета  Попова  и Больцани. 
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зываетея  мѣстомъ.  Два  тѣла  одинаковы 


если  каждое 


безъ  всякой  перемѣны 


наполняетъ . мѣсто , т.  е.  дополняетъ  пространство.  Они  равны  только,  если  на 


полненіе  мѣста  одного  требуетъ 
сихъ  частей  въ  новомъ  порядкѣ. 


въ  другомъ  раздѣленія 


на  части 


и соединенія 


Воображаемое 


раздѣленіе 


т ѣла 


на  двѣ 


части 


будемъ  называть 


сѣчетемъ . 


Каждая  изъ  двухъ  частей  слу 


для  пазначёнія  стороны  сѣченія 


Геометрическія  свойства  тѣлъ  познаемъ  въ  различномъ  дѣленіи  ихъ  на  части. 
Они  служатъ  основаніемъ  Геометріи  и заключаются  въ  слѣдующемъ. 

I.  Всякое  тѣло  можетъ  быть  раздѣлено  на  части,  которыя  не  касаются  че- 
резъ одну.  Такія  сѣченія  назовемъ  поступательными ; число  ихъ  не  ограничено. 

II.  Всякое  тѣло  можетъ  быть  раздѣлено  на  части,  которыя  всѣ  касаются 
взаимно,  и которыхъ  число  съ  каждымъ  новымъ  сѣченіемъ  увеличивается  двумя. 


Такія  сѣченія  назовемъ  обращателънымщ  число  ихъ  не  ограничено. 


Ш.  Всякое  тѣло  можетъ  быть  раздѣлено  тремя  сѣченіями 


на  8 


О 


частей,  ко 


торыя  всѣ  касаются  взаимно;  но  далѣе  не  возможно  уже  новымъ  сѣченіемъ  удвой 
ватъ  число  частей.  Такія  сѣченія  назовемъ  тремя  главными. 


Обращательныя 


сѣченія  могутъ  увеличивать  число  частей 


и однимъ  только 


Это  будетъ  тогда 


когда  недостающее  число  частей  пополняется  присоединеніемъ 


новаго  тѣла 


и продолженіемъ  сюда  сѣченій;  такъ  что  признакъ  обращательныхъ 


сѣченій  будетъ 


О 


сооственно  не  число  частей,  но  взаимное 


прикосновеніе  ихъ.  Од 


накожъ  этого  одного  не  достаточно.  Надобно,  чтобы  поступательныя  сѣченія  къ 


обоимъ  обращательнымъ  въ  тѣхъ  двухъ  доляхъ  тѣла,  которыя  находятся  на  про 


тивоположныхъ 


сторонахъ 


всегда 


отдѣляли  части  въ  одной 


неприкосновенныя 
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въ  линіи,  Каждая  изъ  сихъ  поверхностей  раздѣляется  линіей  на  двѣ  части,  ко- 
торыя будутъ  двумя  сторонами  линіи. 

Точка  принадлежитъ  не  только  тремъ  главнымъ  сѣченіямъ,  но  всѣмъ  съ 

* ^ 

ними  обращательнымъ;  а потому  для  образованія  точки  необходимы  двѣ  линіи, 
о которыхъ  говорятъ,  что  онѣ  пересѣкаются  въ  точкѣ.  Каждая  линія  раздѣ- 
ляется точкой  на  двѣ  части,  которыя  служатъ  для  назначенія  двухъ  сторонъ 
точки. 

Точка  не  имѣетъ  величины,  будучи  безъ  протяженія,  а потому  и не  допус- 
ская  измѣренія. 

Когда  два  тѣла  А,  В касаются  каждое  третьяго  С въ  точкѣ,  тогда  относи- 
тельное положеніе  двухъ  точекъ  или  такъ  называемое  разстояніе  ихъ  другъ  отъ 
друга,  всякой  разъ  будетъ  опредѣлено,  какъ  скоро  А и В соединены  тѣломъ  Б, 
неприкосновеннымъ  къ  С,  хотя  бы  при  этомъ  въ  А,  В,  Б происходили  перемѣ- 
ны отдѣленіемъ,  или  присоединеніемъ  новыхъ  частей,  неприкосновенныхъ  въ  С, 

или  тѣ  измѣненія  въ  А и В,  которыя  дозволяются  въ  семъ  родѣ  прикосновенія 
А,  В съ  С.  Такъ  циркуль  служитъ  для  назначенія  разстояній. 

Съ  такими  понятіями  о пространствѣ  и способѣ  измѣрять  его  протяженія, 
Геометрія  можетъ  быть  ведена  со  всею  строгостію  доказательствъ  въ  томъ  по- 
рядкѣ, въ  какомъ  здѣсь  ниже  излагается,  и гдѣ,  если  не  дается  новыхъ  опредѣ- 
леній, названія  разумѣются  уже  принятыя  всѣми. 

Сферой  называется  поверхность,  которой  всѣ  точки  отъ  одной — центра — 
находятся  въ  равномъ  разстояніи.  Это  разстояніе  будетъ  по  лупоперечникъ  сферы. 
Внутренняя  сторона  сферы  та,  гдѣ  ея  центръ;  другая — внѣшняя. 

Тѣло,  ограниченное  сферою,  называется  шаромъ,  котораго  центръ  и полу- 

поперечникъ  тоже,  что  и сферы. 

Шары  и сферы  одинаковы,  когда  ихъ  полупоперечниви  равны. 

Одинаковыя  сферы  сливаются,  т.  е.  покрываютъ  другъ  друга  когда  центры 
ихъ  вмѣстѣ,  каково  бы  впрочемъ  положеніе  ихъ  ни  бьіло. 

Напротивъ  у сферъ  одноцентрпыхъ  при  разныхъ  полупоперечникахъ  не  мо- 
жетъ быть  ни  одной  общей  точки.  Такія  сферы  представляютъ  поступательныя 
сѣченія  въ  пространствѣ.  Полупонеречникъ  той,  которая  помѣщается  внутри  дру- 
гой, почитается  менѣе.  Это  служитъ  первымъ  сравненіемъ  разстояній  между 
собою. 

Сфера  ограничиваетъ  со  всѣхъ  сторонъ  пространство,  потому  что  другая 
одноцентрная,  находясь  внѣ  первой,  -присоединяетъ  такой  слой,  которой  дѣлаетъ 
уже  невозможнымъ  прикосновеніе  всякаго  тѣла  къ  шару  первой. 
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Двѣ  сферы  около  разныхъ  центровъ,  входя  одна  внутрь  другой  и выходя 
вонъ,  раздѣляютъ  пространство  на  четыре  части:  одна  А принадлежитъ  вну- 
тренней сторонѣ  той  и другой  сферы,  другая  Б— внѣшней  обѣихъ,  третья  С — 
внѣшней  сторонѣ  одной  и внутренней  другой,  а четвертая  В — наоборотъ.  Новыя 
сферы  около  тѣхъ  же  центровъ  будутъ  отдѣлять  отъ  А части  неприкосновенныя 
къ  В,  или  обратно;  также  отъ  С неприкосновенныя  части  къ  В,  или  обратно. 
Итакъ  пересѣченіе  двухъ  сферъ  даетъ  линію,  которую  называютъ  кругомъ. 

Посему  двѣ  сферы,  перемѣняясь,  представляютъ  два  главныхъ,  или,  что  все 
равно,  два  обращательныхъ  сѣченія  въ  пространствѣ.  По  той  же  причинѣ  три 
сферы,  если  пересѣкаются,  представляютъ  три  главныхъ  сѣченія. 

Плоскостью  называется  поверность,  въ  которой  лежатъ  всѣ  круги  отъ  пе- 
ресѣченія одинаковыхъ  сферъ  около  двухъ  точекъ — центровъ  происхожденія. 
Плоскость  можетъ  слѣдовательно  продолжаться  неограниченно,  съ  увеличеніемъ 

полупоперечниковъ  одинаковыхъ  сферъ. 

Кругъ,  отъ  пересѣченія  одинаковыхъ  сферъ,  покрываетъ  самъ  себя,  какою 
стороною  и въ  какомъ  бы  положеніи  ни  накладывался,  покуда  центры  сферъ  со- 
хранятъ свое  мѣсто,  или  одинъ  ставится  на  мѣсто  другаго. 

Внутри  всякаго  круга  на  плоскости  находится  точка  —центръ  круга , которой 
растоянія — полупоперечники — отъ  всѣхъ  точекъ  круга  одинаковы.  Всѣмъ  такимъ 
кругамъ,  производящимъ  плоскость,  одна  только  точка  можетъ  служить  центромъ. 

Прямая  линія  называется  та,  которая  между  двухъ  точекъ  сама  себя  по- 
покрываетъ  во  всѣхъ  положеніяхъ.  Такова  въ  плоскости  круга  линія,  которой 
точки  остаются  на  мѣстѣ,  когда  кругъ  покрываетъ  самъ  себя  другою  стороной. 

Разстояніе  двухъ  точекъ  можетъ  быть  опредѣлено  прямой  липіей,  по  свой- 
ству которой  всякое  разстояніе  составляется  изъ  повторенія  другаго  и частей  его. 

Прямая  линія  лежитъ  вся  въ  плоскости,  какъ  скоро  двѣ  ея  точки  на  плос- 
кости. 

Черезъ  три  точки,  не.  въ  прямой  линіи,  можно  провести  одну  только  плос- 
кость. 

Всякая  точка  впѣ  плоскости,  можетъ  быть  принята  за  центръ  происхожде- 
нія плоскости,  и тогда  на  противоположной  сторонѣ  находится  другой  соотвѣт- 
ствующій центръ. 

Двѣ  плоскости  пересѣкаются  въ  прямой  линіи. 

Величина  прямой  линіи  опредѣляется  сравненіемъ  ея  съ  другой. 

Подобнымъ  образомъ  опредѣляется  и величина  дуги  круга  по  сравненію  ея 
съ  окружностію,  которой  дуга  будетъ  часть.  Это  содержаніе  не  зависитъ  отъ  ве- 
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или 


всякой  предполагаемой  зависимости  угловъ  и боковъ  прямоугольнаго  треуголь- 
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можно  не  только  перемѣнять  а на  Ъ съ  перенѣннною  а' 


а 
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НО  и 
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оставляя  въ  тоже  время 
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безъ  перемѣны.  Такъ  уравненія  (3)  и (4)  даютъ: 
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Чрезъ  сложеніе  и вычитаніе  подобныхъ  пирамидъ 


съ  параллельным 


ребра 


и я которыхъ  величину  опредѣлили  мы  выраженіями  (73)  и (75),  можно  со 
ставить  вообще  всякую  пирамиду.  Такъ  Р въ  уравненіи  (63)  можетъ  быть  пред 


ставлено 


/ 


// 


+ Р 


1 


гдѣ  Р'  Ру  р 


1 


и 


2 


трехстороннія 


пирамиды 


> 


высотѣ  Ь пирамиды  Р.  Изъ  сихъ  пирамидъ  у Р' 


. ■ (76) 

кохорыхъ  ребра  параллельны 


основаніе  общее  съ  Р,  т.  е 


прямоугольной  треугольникъ 


котораго  катеты  а,  7*,  уголъ  со  противъ  1і.  Чтобы 


показать 


какіе  треугольники  служатъ  основаніями  остальнымъ 


тремъ  пирам п 


дамъ  и каково  ихъ  положеніе,  замѣтимъ  преждѣ  слѣдующія  линіи  и 


углы 


Въ 


прямоугольномъ  треугольникѣ 


изъ  катетовъ  а,  о и гдѣ  щ уголъ  противъ 


зываемъ  с гипотенузу 


Въ 


Ь па 


прямоугольномъ  треугольникѣ  изъ  катетовъ  Ъ,  с на 


зываемъ,  какъ  это  было  выше,  г гипотенузу  и 95  уголъ  противъ  с (см.  ур.  63 


5 


у уголъ  противъ 
етъ  съ  с уголъ 


Параллельная 


съ 


отъ  прямого  угла  между  а и 


дѣла 


Г(е  + гі) 


(77) 


нія 


происходитъ 


отъ  продолженія 


с 


чрезъ  вершину 


пирамиды 


и 


опредѣляется  тѣмъ,  что  отъ  конца  ея  параллельная  съ  Ъ дѣлается  перпендику 


лярна  къ  Л и,  слѣдовательно,  къ  плоскости  треугольника  изъ  /г,  с , г . Онуска 


емъ  теперь  перпендикулъ  д отъ  этого  конца  а на  продолженіе  г чрезъ  верши 


ну  пирамиды  Р и называемъ  I отрѣзокъ  отъ  продолженія  г.  Такъ  произойдутъ 
прямоугольные  треугольники:  съ  катетами  Л,  с <2,  который  будетъ  основаніемъ 


пирамиды 


гг 


и гдѣ  пусть  А уголъ  противъ  1ц  съ  катетами 


> 


Т — I 


основа 


ніе  пирамиды  Р,  наконецъ  основаніе  пирамиды  Р2  съ  катетами  д,  I и гдѣ  пусть  и 


уголъ  противъ  I . Зависимость  угловъ  и боковъ  въ  сихъ  треугольникахъ  опредѣ 


ляется  въ  дополненіе  къ  уравненіямъ  (64)  и (65),  съ  означеніемъ  подооно  тому 


? 


какъ  было  выше 


еще  уравненіями 


= Г (с) , Т> 

II 

О 

р4 

II 

т 

соз  С соз 

\р  = соз  А 

соз  Б соз  ц — соз  О 

зіп  С — 

: ЗІП  А ЗІП  В 

іап§  ьі  = 

= соз  Ь іаіщ  6 

1ап§  л = 

= соз  Н іап§  (А  - 

~Ч>) 

зіп  В = 

= зіп  Н зіп  С 

іап  § у = 

= соз  Н ѣап§  С 

зіп  Б = 

= іап^  у іап#  и 

7 


Р(7) 


: 


(78) 


I 


Г 

I 


у* 


9 


если  къ  тому  полагаемъ 


Ы = т -4-  I 


53 


8ІИ  А С08  Н = СО®  А' 


54 


57 


8 


[ОБЪ 


найденные 

грады. 


7Г  ТГ 

Ъ 1 


Ч ч 
1 2 


Буква  Н означаетъ  эллиптическую  функцію,  именно 

ТГ 

я(а]  = Г ^ 

^ X Ѵ(1 — а38іп^о2) 


(90) 

(91) 


тг  п 

; ( ' &У  5^п  а 5^п  У 

„ Л У(і  — зіп  аи  8Іп  зіп  993) 


(92) 


пли,  что  все  равно, 

■^5°  хсіх  л-  _ 

^ еа-*_|_е-в+я  — 2 С1‘ 

-со 

Этотъ  интегралъ  можетъ  быть  еще  представленъ,  слѣдуя 
ченію, 

ч-ОО 

У* яйж  8Іп  Р(аз  — а)  = тг«. 

-со 


2 соз  со 


Помощію  геометрическаго  разсмотрѣнія  нашли  мы  (88),  что 


9 


66 


67 


ЗАКЛЮЧЕНІЕ 


Послѣ  того,  какъ  мы  нашли  уравненія  (17)  которыя  представляютъ  зави- 
симость угловъ  и боковъ  треугольника;  когда  наконецъ  дали  мы  общія  выра- 
женія для  элементовъ  линій,  площадей  и объема  тѣлъ,  все  прочее  въ  Геометріи 


будетъ  уже  аналитикой,  гдѣ  исчисленія  необходимо  должны  быть  согласны  меж- 
ду собою  и ничего  не  въ  состояніи  открыть  намъ  новаго,  чего  бы  не  заключа- 
лось въ  тѣхъ  первыхъ  уравненіяхъ,  откуда  должны  быть  взяты  всѣ  отношенія 
геометрическихъ  величинъ  другъ  къ  другу.  Итакъ,  если  надобно  предполагать 
теперь,  что  какое  нибудь  противорѣчіе  принудитъ  въ  послѣдствіи  опровергнуть 

нами  въ  этой  новой  Геометріи;  то  это  противорѣчіе  можетъ 


начала,  принятыя 


только  скрываться  въ  самыхъ  уравненіяхъ  (17).  Замѣтимъ  однакожъ,  что  эти 

* 

уравненія  перемѣняются  въ  (20)  сферической  Тригонометріи,  какъ  скоро  вмѣ- 


сто боковъ  а,  Ь . с ставимъ  аѴ 


7 


1,  ЪѴ 


1,  сѴ 


1;  но  въ  обыкновенной  Гео- 


линіи:  слѣ 


ыетріи  и сферической  Тригонометріи  вездѣ  входятъ  одни  содержанія 
довательно  обыкновенная  Геометрія,  Тригонометрія  и эта  новая  Геометрія  всег- 
да будутъ  согласны  между  собою. 

азовемъ  воображаемой  Геометріей. 


Если 


теперь  аналитика  съ  новой 


въ  отличіе  отъ  употребительной  — » соглашены  уже  между  собою:  то  можно  ожп 


дать  отъ  той  и другой  взаимнаго  пособія.  Это  ожиданіе  кажется  не  безъ  осно 
ванія  послѣ  того  какъ  предположивши  собственно  достигнуть  только  одной  цѣ 


ли 


дать  общія  правила  для  измѣренія  всѣхъ  геометрическихъ  величинъ 


7 


идя 


нрямо  къ  этой  цѣли  и дозволивши  себѣ  мимоходомъ  только  нѣкоторыя  примѣ- 
ненія, мы  были  въ  состояніи  открыть  значенія  опредѣленныхъ  интеграловъ,  къ 
познанію  которыхъ  одной  аналитикѣ , безъ  пособія  Геометріи  , трудно  было  бы 
проложить  дорогу. 

Оставалось  бы  изслѣдовать,  какого  рода  перемѣна  произойдетъ  отъ  введе- 
нія воображаемой  Геометріи  въ  Механику,  и не  встрѣтится  ли  здѣсь  приня- 


тыхъ уже  и несомнительныхъ  понятій  о природѣ 


насъ  ограничивать 


? 


или  совсѣмъ 


не 


і 


[.опускать 


вещей,  но  которыя 


зависимости 


принудятъ 


лиши 


и угловъ 


Однакожъ  можно  предвидѣть 


? 


ИТО 


въ  Механикѣ 


при  новыхъ  нача- 


лахъ Геометріи 


б у дутъ 


того  же 


рода 


7 


какія  показалъ 


Лапласъ 


(Мёсапщис 


сёіёзіе  Т.  I.  Ыѵ.  I.  СЪ.  II.),  предполагая  возможной  всякую  зависимость  ско 
рости  отъ  силы,  или — выразимся  вѣрнѣе — предполагая  силы,  измѣряемыя  всег 


да  скоростію,  подчиненными  другому  закону  въ  соединеніи,  нежели  принятому 


сложенію  ихъ. 


9* 


о 


тшилгъ 


У • 

АЛ? 


о 


наиишхь 


✓ 


ВООБРАЖАЕМАЯ  ГЕОМЕТРІЯ 


Предложеніе  XII  Эвклидовыхъ  началъ  принято  въ  Геометріи  какъ  ощути- 
тельная истина,  которую  строго  доказать  математически  напрасно  трудились  въ 
продолженіи  двухъ  тысячъ  лѣтъ.  Особенно  занимался  этимъ  предметомъ  Ле- 
жандръ, и въ  запискахъ  Французской  Академіи  собралъ  все,  что  по  его  мнѣ- 
нію казалось  болѣе  удовлетворительнымъ  (Еёйехіопз  зиг  Дійегепіез  ташёгез  Де 
Дётопігег  Іа  іЬеогіе  без  рагаііеіез  ои  1е  йёогёте  зиг  Іа  зотте  Дез  ігоіз  ап§1ез 
Ди  ігіап§1е,  раг  Ье§епДге.  Мётоігез  сіе  Г Ас  а (1 . гоу.  Д.  Зсіепсез  Де  Г Іпзі  Де 
Ггапсе,  Тоте  XII,  ап  1833).  Ето  ни  думалъ  найти  рѣшеніе  затруднительнаго 
вопроса,  всѣ  безъ  исключенія  ошибались,  будучи  предубѣждены  въ  справедли- 
вости того,  что  не  можетъ  еще  слѣдовать  прямо  изъ  нашихъ  понятій  о тѣлахъ 
безъ  пособія  наблюденій,  какъ  я думаю  доказалъ  это  несомнительно  въ  моемъ 
сочиненіи,  о началахъ  Геометріи.  Изложивъ  новую  теорію  параллельныхъ,  я 
утверждалъ,  что  сумму  угловъ  прямолинейнаго  треугольника,  независимо  отъ 
измѣреній  на  самомъ  дѣлѣ,  можно  допускать  менѣе  половины  окружности,  и 

на  .такомъ  предположеніи  основать  другую  Геометрію , которую  назвалъ  я во- 
ображаемой, и которая,  если  не  существуетъ  въ  природѣ,  до  крайней  мѣрѣ 
должна  быть  принята  въ  Аналптнкѣ.  Съ  помощію  однихъ  геометрическихъ  по- 
строеній выведены  были  уравненія,  которыя  представляютъ  зависимость  боковъ 
и угловъ  прямолинейнаго  треугольника;  наконецъ  даны  выраженія  для  элемен- 
товъ линіи,  поверхности  и объема  тѣлъ;  а слѣдовательно  воображаемая  Геомет- 
рія, какъ  новая  отрасль  Математическихъ  наукъ,  обнята  была  во  всей  обшир- 
ности, чтобъ  не  оставить  болѣе  сомнѣнія  въ  справедливыхъ  и достаточныхъ  ея 
началахъ.  Между  тѣмъ  въ  тѣсныхъ  предѣлахъ  повременнаго  сочиненія,  не 
могъ  изложить  я моего  предмета  со  всей  подробностію.  Много  предложеній 
помѣщенныхъ  безъ  доказательства,  одни  выводы  изъ  продолжительныхъ  и до- 
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(*)  Статьи  о началахъ  Геометріи  помѣщены  были  въ  Казанскомъ  Вѣстникѣ  за  1829 
и 1830  годы.  Въ  № 41  Журнала  Сынъ  Отечества  1834  года,  напечатана  критика,  весьма 
оскорбительная  для  меня,  и надѣюсь,  совершенно  несправедливая.  Рецензентъ  основалъ 
свой  отзывъ  на  томъ  только,  что  онъ  моей  Теоріи  не  понялъ  и почитаетъ  ее  ошибочной, 
потому  что  въ  примѣрахъ  встрѣчаетъ  одинъ  нелѣпой  интегралъ.  Впрочемъ  такою  инте- 
грала не  нахожу  я въ  моемъ  сочиненіи.  Въ  Ноябрѣ  мѣсяцѣ  прошедшаго  года  послалъ  я 
къ  издателю  отвѣтъ,  который  однакожъ,  не  знаю  почему,  до  сяхъ  поръ,  въ  продолженіи 
пята  мѣсяцовъ,  еще  не  напечатанъ. 


Г 3 


допускаемъ 


зіп.  г' 
8І11.  г' 
іап§. 


= зіп.  р'  зіп.  (/, 

— іап§.  Р іап§.  , 

г'  = іап«\  р зіп.  Р, 


и посмотримъ,  къ  какимъ  заключеніямъ  поведутъ  далѣе  такія  уравненія.  Соеди- 
неніе перваго  съ  третьимъ  даетъ 

соз.  г'  зіп.  Р 88  соз.  р'  зіп  д'. 
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Умноживъ  на  зіп.  Ъ'г  и раздѣливъ  на 

ЗІП.  Ь1  8ІП.  с' 


соз.  Ь 12  соз.  А\  наконецъ  подучимъ 


зіп.  а 


Г 


- соз.  Ь’  соз.  с'  соз.  А 


! 


(Ю) 


Произведеніе  этого  послѣдняго  уравненія  на  уравненіе  (9)  даетъ  такое 


соі  а’  соз.  В зіп.  V зіп.  с 


1 


! 


С08.  С 


соз.  Ъ'  соз.  А 


? 


которое 


со  введеніемъ  сюда  значенія  соі  а'  изъ  уравненія  (7),  перемѣняется  въ 


соі  В зіп.  А зіп.  с ' + соз.  А 


соз.  с 
соз.  Ъ 


Г 


1 


(Н) 


Послѣ  чего 

(соі  В зіп.  А зіп.  с'  4-  соз.  А)  (соі  С зіп.  А зіп.  Ь'  -{-  соз. 


соі  С зіп.  о 


зіп.  А — соі  В зіп.  с'  соз.  А 
соі  В зіп.  А зіп.  с 4-  соз.  А 


Произведеніе  этого  уравненія  на  (11)  будетъ 

соі  С соз.  с'  іап§.  Ь'  — зіп.  А — соі  В зіп.  с соз.  А. 

Ставимъ  сюда  значеніе  іапд.  Ь'  изъ  уравненія  (7),  напередъ  перемѣнивъ  здѣсь 
а!,  А на  с’,  С. 

зіп.  с'  СОЗ.  С = ЗІП.  А 8ІП.  В — соз  Б соз.  А зіп.  с'. 


10* 


— 78  — 

«I 

* 


(е*-**  — 1)  (в* — 1) 
(е2®  — 1)  (е2с—  1) 


е 
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.измѣряемы  линіи,  поверхности  и объемъ  тѣла.  Способъ  въ  тому  самъ  собой  уже 
представляется , когда  замѣтимъ , что  для  весьма  малыхъ  сторонъ  а , Ь , с въ 
треугольникѣ  и когда  можемъ  довольствоваться  въ  приближеніи  значеніями 

зіп.  а'  — 1 — іа%  соз .а'  = а, 

подобнымъ  образомъ  для  Ь,  с;  уравненія  (13)  сдѣлаются 

Ь зіп.  -4  — а зіп.  В — о , 

аг  — Ъг  + сг  — 2 Ьс  соз.  А , 

зіп.  (А  -4-  В)  — - зіп.  А — о 

а 

соз.  А 4-  соз.  (В  + С)  = о , 

уравненіями  для  прямолинейныхъ  треугольниковъ  въ  употребительной  Геометріи. 
Послѣ  всего  этого  мы  въ  правѣ  утверждать : 

1.  Въ  теоріи  ничто  не  мѣшаетъ , сумму  угловъ  прямолинейнаго  треуголь- 
ника принимать  менѣе  двухъ  прямыхъ. 

2.  Съ  ттимъ  предположеніемъ  уравненія  (13)  замѣняютъ  уравненія  (15)  и 
не  могутъ  вести  къ  ложнымъ  заключеніямъ. 

3.  Воображаемая  Геометрія  обнимаетъ  употребительную  Геометрію,  какъ 
частный  случай , къ  которому  переходимъ,  принимая  ланій  безконечно  милыми: 
такъ  что  въ  этомъ  отношеніи  употребительная  Геометрія  можетъ  быть  на- 
звана Геометрія  дифференціальная. 

4.  Значенія  для  элементовъ  линіи , поверхноши  и объема  тѣлъ  въ  обѣихъ 
Геометріяхъ  одинаковы. 

5.  Предположеніе,  что  сумма  угловъ  треугольника  менѣе  двухъ  прямыхъ 
можетъ  бытъ  допущено  только  въ  примгъненіи  къ  Аналитикѣ , потому  что 
■измѣренія  въ  природѣ  не  открываютъ  намъ  въ  этой  суммѣ  на  малѣйшаго  от- 
клоненія отъ  половины  окружности. 

Въ  моемъ  сочиненіи  о началахъ  Геометріи  я доказывалъ , основываясь  на 
нѣкоторыхъ  астрономическихъ  наблюденіяхъ , что  въ  треугольникѣ , котораго 
бока  почти  таковы,  какъ  разстояніе  отъ  земли  до  солнца,  сумма  угловъ  можетъ 
разниться  отъ  двухъ  прямыхъ  не  болѣе  0", 0003  въ  шестидесятичныхъ  секундахъ 
градуса.  Предположеніе  употребительной  Геометріи  надобно  слѣдовательно  по- 
читать какъ  бы  строго  доказаннымъ  , а вмѣстѣ  быть  убѣждену  и въ  томъ,  что 
независимо  отъ  опыта,  напрасно  было  бы  искать  доказательства  на  такую  истину, 
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урав.  '(32)]  показываетъ,  что  площадь  5 трапеціи  равна  недостатку  въ  суммѣ  ея 
угловъ  противъ  2 гг.  Въ  моемъ  первомъ  сочиненіи  помощію  одпихъ  геометриче- 
скихъ построеній  выведено,  что  площадь  всякаго  многоугольника  съ  п боками 
будетъ  разность  (п  — 2)  гг  безъ  суммы  угловъ  многоугольника. 

Выраженіе  (38)  элемента  с? 5 площади  можетъ  быть  замѣнено  выраженіемъ 
сіё  сов.  г'  съ  перемѣною  системы  коордонатъ  на  другую,  такъ  что  х,  выходя 


сов.  = зіп.  х соз.  ))  1ап§.  г\'  = зіп.  у'  1ап§.  х (40) 

Если  кривая  пересѣкаетъ  оси  х п то  полагая  х = X для  у — о и пользуясь 
найденнымъ  значеніемъ  трапеціи  (39)  внутри  кривой,  должны  получить 


11* 
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Когда  въ  уравненіяхъ  (40),  (41)  вмѣсто 

кол  учимъ 
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і 7Г  ]?  ІСС  -{-У  (1)  | 
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(60) 


или  наконецъ 
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Интегрируя  въ  отношеніи  кт 


отъ 


о 


? 


сѴР 


йх  сія 
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или  иначе 


5 


* 


то 
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Элементъ  объема  въ  тѣлѣ  можно  слѣдовательно  выразить  въ  полярныхъ  коордо- 

сдѣдуя  обыкновенному  способу  и основываясь  на  уравненіяхъ  (79) 


ватахъ  г 


ѳ,  со, 


пли  (80),  но  я,  по  краткости,  предпочитаю  здѣсь  Геометрпческое  построеніе  п въ 
намѣреніи  показать  вѣрность  такого  рода  пресдтавлепіГі. 


Измѣненіямъ  угловъ 


Ѳ,  со 


отвѣчаютъ  на  разстояніи  г измѣненія  дугъ  [ вы 


раж.  (49)  ] 


13 


98 


99 


Если  основаніе  конуса  кругъ,  то  с, 


постоянныя.  Въ  такомъ  случаѣ 


емъ  конѵса 


13:: 


(85) 
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103 


99' 


(105) 
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Уравненіе  (109)  теперь  дѣлается 


114 


(*)  Другіе  примѣры,  какимъ  образомъ  одному  интегралу  могутъ  принадлежать  раз- 
личныя значенія,  находимъ  тоже  у Пуассона  (Мётоігез  зиг  1е  саісиі  пит.  сіез  іШе§г. 
йёйпіз.  Мётоігез  (іе  Г Асасі.  <і.  зсіеп.  сіе  Г Іпзі.  йе  Ргапсе,  1823,  р.  601).  Тутъ  можно 
видѣть  интегралъ,  который  бываетъ  вмѣстѣ  0 и 2.  Если  что  нибудь  иодобное  изъ  моихъ 
интеграловъ  вывелъ  и тотъ,  кто  написалъ  въ  № 41  Сына  Отечества  1834  года  критику 
на  мое  сочиненіе  о началахъ  Геометріи , то  или  долженъ  быть  онъ  несвѣдущъ,  или  по 
крайней  мѣрѣ  слишкомъ  поспѣшенъ  въ  своемъ  сужденіи, ѵ неразличая  тѣхъ  случаевъ,  ког- 
да интегралу  принадлежатъ  различныя  значенія,  и зазывая  ихъ  нелѣпыми. 


I 
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Такъ  находимъ 


119 


гдѣ  первый  интегралъ  начинается  съ  г = 1о§.  1ан§.  } /3  (*) 

і 

Вотъ  нѣсколько  примѣровъ,  которые  придумалъ  я на  этотъ  разъ  для  при- 
мѣненія Воображаемой  Геометріи  къ  Аналитикѣ.  Особенно  заслуживаетъ  при- 
мѣчанія, и съ  трудомъ  могло  бы  иначе  быть  сдѣлано,  приведеніе  неопредѣлен- 
ныхъ интеграловъ 


(*}  Интегралъ  (127)  вычисленъ  здѣсь  вѣрно,  какъ  и въ  моемъ  сочиненіи  о яача- 
лахь  Геометріи ; но  въ  статьѣ,  подъ  названіемъ  Сгёошеігіе  іта§іааіге,  которую  послалъ 
я въ  Берлинъ  къ  Г.  Креллю  для  помѣщенія  въ  Журналѣ,  прибавленъ  лишній  множитель 
2;  Другую  ошибку  тамъ  я сдѣлалъ,  опустивши  изъ  вниманія , что  уголъ  въ  одной 
только  части  уравненія  надобно  было  принимать  постояннымъ. 


Воое/рмжае.  нал  Гсішет ц ім  ' 


Хотя  въ  Аналитикѣ 


всегда  ложемъ  довольствоваться  способомъ,  ей  исклю 


признаться,  что  многое 


ДО 


чителыго  свойственнымъ;  однакожъ  надобно  въ  томъ 
сихъ  поръ  оставалось  бы  дня  насъ  еще  неизвѣстнымъ 
тѣмъ  пособіемъ,  которое  само  собой  является  въ  примѣненіи  взаимномъ  различ 


если 


бы  не  пользовались 


пыхъ  отраслей  математики.  Если  числа  достаточно  выражаютъ  намъ  всѣ  вели- 
чины, если  въ  уравненіяхъ  уже  заключается  всякая  зависимость  ихъ  между  со- 
выводы иоодиначкѣ  съ  искуственноетію  часто  весьма  затруднительной  и 


бою,  то 


‘ Т 


нерѣдко  слишкомъ  удаленной  отъ  существенности,  будутъ  оставлять  на  сторонѣ 

синтеза  тѣ  выгоды, 


которыя 


въ  немъ  проистекаютъ  изъ  полноты 


представленій 


и тѣсной,  естественной  связи  частей  въ 


? 


дѣломъ.  Вотъ  нечему  геометрическія  но 
строенія  ведутъ  иногда  къ  открытіямъ  прямѣе,  нежели  вычисленія  въ  аналитикѣ 
хотя  здѣсь  будутъ  они  всегда  казаться  постороннимъ  предметомъ,  и для  препода- 
ванія могутъ  быть  одобрены  какъ  пояснительные  только  примѣры.  Употребитель- 
ная Геометрія  послужила  первымъ  основаніемъ,  и даже  теперь  не  перестаетъ  насъ 
руководить,  въ  вычисленіи  безконечно  малыхъ.  Она  во  многихъ  случаяхъ  указа- 
ла способъ  интегрированія,  который  йотомъ  перейдя  въ  аналитику,  принялъ  уже 
другой  видъ  во  всей  обширности.  Общая  Геометрія,  которой  далъ  я названіе  Во- 


ображаемой., подобнымъ  образомъ  представляетъ  намъ  различныя  примѣненія  къ 
интеграламъ.  Она  въ  измѣреніи  площадей  тригонометрическія  функціи  замѣня- 


етъ 


логарифмическими  во  всѣхъ 


тѣхъ 


выраженіяхъ 


? 


къ 


которымъ 


приводитъ 
Во  обра- 


Сферическая  Тригонометрія.  Напротивъ  въ  измѣреніи  тѣлъ  по  способу 
жаемой  Геометріи  встрѣчаются  совсѣмъ  уже  новые  случаи,  гдѣ  въ  свою  очередь 

анализъ  долженъ  сдѣлать  пополненіе  введеніемъ  тригонометрическихъ  функцій 
вмѣсто  логаримфмическихъ.  Намѣреваясь,  особенно  въ  этотъ  разъ,  заняться  та- 
кимъ примѣненіемъ  къ  интеграламъ,  я напередъ  долженъ  сослаться  на  тѣ  подо- 


* 


(16) 
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I 


(24) 


Здѣсь  йВДс  соі.  с'  представляетъ  элементъ  плоскости,  когда  разстояніе  с отъ 
начала  коордонатъ  дѣлаетъ  уголъ  В съ  постоянной  осью  (чер.  7).  А такъ  какъ 
интегрированіе  распространяется  на  безконечную  плоскость,  то  начало  коордонатъ 
можемъ  замѣнить  другимъ,  гдѣ  нибудь  на  тойже  плоскости.  Если  беремъ  его  на 
тойже  постоянной  оси  въ  разстояніи  а отъ  прежняго,  называя  къ  тому  Ь раз- 
стояніе каждаго  элемента  до  новаго  начала,  С уголъ  наклоненія  Ь въ  а , то 

йВДссоі.  с'  = &СйЪ  соі.  Ъ’  (36) 


(37^ 


слѣдовательно 


въ 


такомъ  только  случаѣ,  когда  с'  > а.  Итакъ  въ  промежуткѣ 


о,  С = ія  значеніямъ  V будутъ  отвѣчать  значенія  с' : одно  съ  положитель- 
нымъ, другое  съ  отрицательнымъ  Ь Для  положительнаго  Ь интегралъ  начинается 


съ  с 


г 


а , оканчиваясь 


8іп.  С йап§.  с'  = іапе.  а 


7 


тогда  какъ  для  Ь отрицательнаго  будетъ  обратно.  Такимъ  образомъ  въ  интегралѣ 
произойдетъ  часть 


I 


для  с между  границъ  с 
въ  интегрованіи 


г 


8Іп.  С еоі.  а , 


порядка 
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удовлетворяемъ,  полагая 


■іП  00 

} ( Ы С ЛЬ  сой.  Ь'/{у  + і сой.  6'  соз.  С, 

о о 


аТТ  00 

я іЛСЛЬ  сой.  Ь'  Р(у  соѣ.  Ь'  соз.  С,а  -\-і  сой.  Ъ'  зіп. 

О о 


Пусть  х , у катеты  прямоугольнаго  треугольника , Ь гипотенуза , С уголъ 
противъ  у.  Находимъ  [ ур.  (21),  (22),  (25)  ] 

I 

зіп.  Ь'  = зіп.  х'  зіп.  у' 
соз.  Ъ'  соз.  С = соз.  х' 
йап§.  С = соз.  у'  йап§.  х' 

Между  тѣмъ  выраженія  (31),  (32)  даютъ 

ЛхЛу  і г,  л . 

_ 2-  = Л С ЛЬ  сой.  Ь 

зіп.  у 


(45) 


13В 


Г*- 


* 


184 


Если  въ  уравненіи  ( 49  ) интегрированіе  въ  отношеніи  къ  со  распространяемъ 
отъ  со  = о до  со  = 2 я , то  значеніе  интеграла  удвоится.  Еслиже  поставимъ  за- 
тѣмъ і я — ѳ , вмѣсто  ѳ то  границы  въ  интегралѣ  можемъ  назначить  отъ  со  = о 
до  со  = тг,  отъ  ѳ=о  до  ѳ = я.  Послѣ  чего  къ  со  присоединивъ  постоянное, 
легко  заключить,  что 


00  7Т  7Т 

Я/ 

о о о 


функціи,  а также  замѣняя  А со  Л в зіп.  ѳ элементомъ  А <р  А у зіп.  у 
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получимъ 
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(51) 


для  А 


, В , С,  В,  произвольныя 


постоянныя,  лишь  бы 
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С * — I) 
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Для 


о,  С 


о уравненіе  (51)  даетъ 


00  п 


АаАц>  зіп.  у соі  д'  В 
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С 08.  С С08.  В — С08.  а'. 
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Положивъ 
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(136) 


(144) 
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неніяхъ 


потомъ  интегрируя  по  частямъ,  находимъ 
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отсюда 
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Послѣ  чего 
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принимая  [ур.  (40) 


5 


(41)1 


Ш 00 


х йш  (е 


е 


)/ 


і 4- 1 х (б^ 


о о 


1 


О 


С?  X 8ІП.  Хп 

(а  + Ь сов.  ж) 


V л 


Птт  I \ СО' 


тг- 1 
а 


а 


тг-ь  і 


а 


2 


тг-4-і 

а 


1 

2 


Сэ  ^ 


1 Ю 


* 


XXVI. 


гдѣ 


-гдѣ 


21В 


ХХХУ. 


X (в  + і а)  — X (ѳ  — іа)  — X (о)  + X (? г — 
— 2 Ь (іа)  — 2 X (Ія  — Іа) 

I 

гдѣ  слѣдовательно 


ХХХУІ. 


ХХХУ п . 


215 
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соз.  ѵ> 
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216 


ХЬѴП. 


ХГУЖ 
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Для  перемѣнной  х и для  постоянныхъ  дугъ  а,  /3  [ур.  (179)] 


ВСТУПЛЕНІЕ. 


(1)  Ехровіііоп  зиссіпсіе  сіев  ргіпсірез  (Іе  Іа  Оёогаегііе,  аѵез  ипе  с1ётоп5*га1:іоп  гі- 
§оигеиве  (іи  іЬеогёте  сіев  рагаііеіеа,  читано  въ  засѣданіи  Физикоматематическаго  От- 
оѣленія  при  Казанскомъ  Университетѣ  12  Февраля  1826  года,  но  не  было  нигдѣ 
напечатано,  (Стр.  1 настоящаго  изданія.  Прим,  изд.) 

(*)  Въ  книжкѣ  1 Ученыхъ  Записокъ  1835  года  подъ  названіемъ  Воображаемая 
Геометрія.  (Стр.  7 1 настоящаго  изданія.  Прим . изд.)  97 
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Какъ  бы  то  ни  было,  но  предположеніе,  что  содержаніе  только  разстояній 
можетъ  опредѣлить  углы,  будетъ  частный  случай,  къ  которому  всякій  разъ  пе- 
реходимъ, принимая  линіи  безконечно  малыми.  Способъ  употребительной  Геомет- 
ріи приводитъ  слѣдовательно  всегда  къ  заключеніямъ  вѣрнымъ,  однакожъ  не  въ 
такомъ  обширномъ  видѣ,  въ  какомъ  даетъ  ихъ  общая  Геометрическая  система, 
которую  назвалъ  я Воображаемой  Геометріей.  Разность  въ  уравненіяхъ  той  и 
другой  происходитъ  отъ  прибавленія  . новаго  постояннаго,  которое  должны  бы 
давать  уже  наблюденія,  но  которое  безъ  чувствительной  разности  находимъ  от- 
сюда таково,  что  въ  измѣреніяхъ  на  самомъ  дѣлѣ  принятая  всѣми  Геометрія 
болѣе  нежели  достаточна,  хотябъ  она  сама  по  себѣ  не  была  строго  вѣрной.  Это 
значитъ,  что  въ  природѣ  такая  система  либо  находится  случайно,  либо  всѣ  до- 
ступныя для  насъ  разстоянія  въ  ней  еще  безконечно  малы.  Вообще  всякое  поло- 
женіе, которое  Воображаемая  Геометрія  допускаетъ  въ  элементахъ  величины,  бу- 
дучи принято  для  линій  въ  большомъ  размѣрѣ,  должно  необходимо  приводить  къ 
правиламъ  обыкновенной  Геометріи,  потому  что  съ  такимъ  предположеніемъ  удер- 
живаются только  первыя  степени  тѣхъ  чиселъ,  которыя  представляютъ  собою  ли- 
ніи, а слѣдовательно  вездѣ  въ  уравненіяхъ  войдутъ  ихъ  содержанія.  Таковы  по- 
ложенія напримѣръ,  что  разстоянія  между  двумя  перпендикулами  вездѣ  равны, 
что  перпендикулъ  описываетъ  вершиной  прямую  линію,  что  кругъ  съ  возраста- 
ніемъ поперечника  переходитъ  въ  прямую  линію.  Изъ  всѣхъ  извѣстныхъ  подоб- 
ныхъ положеній  отдать  надобно  преимущество  тому,  которое  принимаетъ  зави- 
симость  содержанія  линій  отъ  угловъ;  по  крайней  мѣрѣ  здѣсь  простота  въ  поня- 
тіи близка  даже  къ  первой  нашей  опытности;  но  вотъ  и все  что  можно  сказать 
въ  защищеніе:  всякое  другое  сужденіе  либо  ложно,  либо  неосновательно.  Такъ 
нельзя  затруднятся  тѣмъ,  что  съ  непосредственной  зависимостію  линій  отъ  угловъ 
войдетъ  одна  величина  столько  же  произвольная,  какъ  и выборъ  единицы.  Про- 
тивъ этого  можемъ  отвѣчать,  что  ничто  не  мѣшаетъ  представлять  себѣ  въ  урав- 
неніяхъ содержаніе  линій-  не  къ  одной  изъ  тѣхъ,  которыя  тутъ  разсматриваются, 
но  къ  такой,  которая  какимъ  нибудь  образомъ  опредѣлена  въ  природѣ.  Это  по- 
казалъ я въ  Воображаемой  Геометріи,  давъ  уравненія,  гдѣ  всѣ  линіи  входятъ  въ 
содержаніи  къ  одной  только,  которую  бы  требовалось  найти  изъ  наблюденій,  еслибъ 
они  были  къ  тому  достаточны.  Почитаю  не  нужнымъ  подробно  разбирать  другія 
положенія,  слишкомъ  искуственныя,  либо  произвольныя.  Изъ  нихъ  одно  только 
заслуживаетъ  еще  нѣкоторое  вниманіе:  это  переходъ  круга  въ  прямую  линію,  Не- 
достатокъ виденъ  здѣсь  впрочемъ  съ  перваго  раза  въ  нарушеніи  постепенности, 
когда  кривая,  которая  не  перестаетъ  замыкаться,  какъ  бы  ни  была  велика,  долж- 
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ваніемъ  всякому  сужденію  и ведутъ  уже  ко  всѣмъ  заключеніямъ.  Синтезъ,  или 
способъ  построеній,  требуетъ  того  самаго  представленія,  которое  соединено  не- 
посредственно съ  первыми  понятіями  въ  нашемъ  умѣ.  Главная  выгода  въ  анали- 
зѣ та,  что  здѣсь  отъ  уравненій  идутъ  всегда  прямою  дорогой  къ  предположенной 
цѣли.  Синтезъ  не  подчиняется  какимъ  нибудь  общимъ  правиламъ,  но  съ  него  на- 
добно начинать  по  необходимости,  чтобы  наконецъ  отыскавъ  уравненія,  достигнуть 
съ  тѣмъ  вмѣстѣ  той  черты,  за  которой  все  переходитъ  уже  въ  науку  чиселъ. 
Напримѣръ  въ  Геометріи  доказываютъ,  что  два  перпендикула  не  пересѣкаются, 
что  съ  равенствомъ  нѣкоторыхъ  только  частей  треугольники  бываютъ  уже  во 
всемъ  одинаковы.  Напрасно  бы  хотѣли  такіе  случаи,  какъ  и всю  теорію  пара- 
лельныхъ,  разсматривать  аналитически.  Въ  этомъ  никогда  не  успѣютъ  также, 
какъ  не  могутъ  обойтись  безъ  синтеза  въ  измѣреніи  плоскостей,  ограниченныхъ 
прямыми  линіями,  въ  измѣреніи  тѣлъ,  ограниченныхъ  плоскостями.  Само  по  се- 
бѣ разумѣется,  что  въ  синтезѣ  даже  должно  пользоваться  пособіемъ  анализа;  но 
то  не  оспоримо,  что  въ  началахъ  Геометріи  и Механики  никогда  не  можетъ  ана' 
лизъ  быть  единственнымъ  способомъ.  Геометріи  до  извѣстной  степени  всегда  бу- 
детъ принадлежать  собственно  геометрическое,  ни  какимъ  образомъ  онъ  нея  не- 
отъемлемое. Можно  стѣснять  кругъ  синтеза,  но  совсѣмъ  уничтожить  его  нельзя. 
Даже  въ  этомъ  стараніи,  замѣнить  синтезъ  анализомъ,  не  надобно  столько  спѣ- 
шить уже,  чтобы  допускать  всякій  разъ  функціи  гдѣ  только  зависимость  пред- 
видѣть можно,  не  зная  въ  чемъ  еще  заключается,  того  менѣе,  какъ  будетъ  она 
выражаться.  Съ  этимъ  ограниченіемъ  въ  анализѣ  назначаемъ  истинную  цѣль  и 
надлежащее  мѣсто  другому  способу,  который  одинъ  сперва  начинаетъ  науку  съ 
такихъ  понятій,  откуда  сужденіе  производитъ  уже  все  прочее,  выводя  тотчасъ  изъ 
первыхъ  его  данныхъ  новыя,  такъ  потомъ  и далѣе  разшпряя  предѣлы  нашихъ 
познаній  во  всѣхъ  направленіяхъ  до  безконечности.  Первыми  данными  безъ  сом- 
нѣнія будутъ  всегда  тѣ  понятія,  которыя  мы  пріобрѣтаемъ  въ  природѣ  посред- 
ствомъ нашихъ  чувствъ.  Умъ  можетъ  и долженъ  ихъ  приводить  къ  самому  мень- 
шому числу,  чтобъ  они  служили  потомъ  твердымъ  основаніемъ  наукѣ.  Однакожъ 
обыкновенно  синтетическому  способу  въ  этомъ  видѣ,  съ  соблюденіемъ  всѣхъ  ска- 
занныхъ здѣсь  правилъ,  пикто  не  слѣдуетъ,  предпочитая,  хотя  бы  прежде  време- 
ни, вводить  анализъ,  и предполагая  развитіе,  хотя  бы  неполное,  тѣхъ  понятій 
которыя  составляютъ  природный  умъ  пашт»,  и которымъ  остается  придать  только 
названія,  не  распространяясь  много  въ  объясненіяхъ  и не  затрудняясь  точностію 

въ  опредѣленіяхъ.  Если  легкость  и ыростота  заставляютъ  избирать  такой  спо- 
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собъ  преподаванія,  то  па  сторонѣ  строгой  истины  всегда  будетъ  свое  преиыу- 
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щество,  которымъ  когда  нибудь  надобно  пользоваться.  Первый  опытъ  этому  сдѣ- 
лалъ я съ  Алгеброй  и теперь  предпринимаю  тоже  съ  Геометріей. 

Чистый  анализъ,  безъ  всякой  уже  примѣси  синтеза,  не  прежде  можетъ  на- 
чинаться въ  Геометріи,  какъ  послѣ  того,  когда  всякая  зависимость  представлена 
будетъ  уравненіями  и для  всякаго  рода  геометрической  величины  будутъ  даны 
выраженія.  Величину  въ  Геометріи  можемъ  понимать  только  съ  измѣреніемъ, 
которое  для  кривыхъ  линій  и поверхностей  собственно  не  существуетъ.  Какъ  бы 
малы  ни  были  взяты  части  кривой,  онѣ  остаются  всегда  кривыми,  слѣдовательно 
помощію  прямой  никогда  не  могутъ  быть  измѣрены.  Тоже  надобно  сказать  о 
кривой  поверхности,  гдѣ  какъ  бы  тѣсно  части  ни  были  разграничены,  никогда 
не  будутъ  плоскими.  Съ  другой  стороны  въ  природѣ  нѣтъ  ни  прямыхъ  ни  кри- 
выхъ линій,  нѣтъ  плоскостей  и кривыхъ  поверхностей:  въ  ней  находимъ  одни 
тѣла,  такъ  что  все  прочее,  созданное  нашимъ  воображеніемъ,  существуетъ  въ  од- 
ной теоріи.  Лагранжъ  въ  основаніе  принималъ  положеніе  Архимеда,  что  двѣ  точ- 
ки на  кривой  могутъ  быть  всегда  взяты  такъ  близко,  чтобы  дуга  между  ними 
почиталась  уже  болѣе  хорды,  но  меньше  двухъ  касательныхъ  къ  дугѣ,  проведен- 
ныхъ отъ  ея  концевъ  до  взаимной  встрѣчи  (ТЬёогіе  без  і'опсііопз  апаіуіщиез,  раг 
Га§гап§е).  Такое  положеніе  дѣйствительно  необходимо,  но  съ  нимъ  уничтожается 
начальная  мысль,  мѣрить  кривыя  линіи  прямыми.  Тотъ  же  случай  съ  поверх- 
ностями, когда  предполагаютъ  мѣрить  ихъ  плоскостями.  Итакъ  вычисленіе  длины 
кривой  поверхности,  нисколько  не  представляетъ,  такъ  сказать,  выпрямленіе  кри- 
визны; но  клонится  совсѣмъ  къ  другой  цѣли:  сыскать  границу,  къ  которой  тѣмъ 
ближе  подходитъ  измѣреніе  на  самомъ  дѣлѣ,  чѣмъ  это  послѣднее  сдѣлано  вѣр- 
нѣе. Измѣреніе  же  полагаютъ  вѣрнѣе  той  цѣпью,  которой  звенья  мельче;  самымъ 
вѣрнымъ  наконецъ,  когда  вмѣсто  цѣпи  берутъ  тонкую  нить,  совершенно  гибкую. 
Вотъ  почему  въ  Геометріи  надобно  собственно  доказывать  то,  что  сумма  каса- 
тельныхъ уменьшается  вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  какъ  сумма  хордъ  увеличивается,  покуда 
двѣ  суммы  перестанутъ  ирдмѣтно  разниться  съ  границей,  къ  которой  обѣ  приб- 
лижаются и которую  Геометрія  принимаетъ  уже  за  длину  кривой  линіи.  Теперь 
ясно,  что  вычисленіе  по  такому  правилу  тѣмъ  согласнѣе  бываетъ  съ  измѣреніемъ, 
чѣмъ  это  послѣднее  вѣрнѣе.  Здѣсь  видео  также  на  чемъ  основано  положеніе  Архи- 
меда. По  примѣру  кривыхъ  линій  должно  разсуждать  о величинѣ  поверхностей, 
нисколько  не  утверждая,  будто  весьма  малыя  части  способвы  выпрямляться. 

Для  плоскостей,  ограниченныхъ  кривыми  линіями,  и для  тѣлъ,  ограничен- 
ныхъ кривыми  новерхностями,  также  въ  строгомъ  смыслѣ  не  существуетъ  измѣ- 
ренія, какъ  скоро  мѣрою  должны  служить  въ  первомъ  случаѣ  квадратъ,  во  вто- 
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Измѣреніе  геометрическаго  тѣла  будетъ  произведено,  когда  раздѣляемъ  его 
съ  другимъ,  принятымъ  за  мѣру,  на  равныя  части.  Послѣ  чего  величина  выра- 
зится содержаніемъ  числа  частей  въ  данномъ  тѣлѣ  къ  числу  частей  въ  мѣрѣ. 
Возможность  найти  величину  тѣлъ  предполагаетъ  слѣдовательпо  возможность  со- 
ставлять всякое  тѣло  повтореніемъ  одного,  которое  прикладываясь  само  къ  себѣ 
наполняло  бы  наконецъ  какъ  измѣряемое,  такъ  и самую  мѣру.  Если  нельзя  въ 
этомъ  успѣть  совершенно,  то  начинаютъ  съ  того,  что  мѣрѣ  даютъ  извѣстный  видъ, 
затѣмъ  раздѣляютъ  ее  такъ  на  части,  хотя  произвольнаго  размѣра,  но  всегда 
одинаковыя,  чтобъ  она  сама  съ  собой  и съ  частями  производила  сплошное  тѣло, 
наполняя  пространство  внѣ  всякихъ  границъ.  Послѣ  чего  въ  составленіи  можно 
будетъ  подходить  къ  образованію  всякаго  тѣла,  достигая  той  степени  равенства, 
за  который  наши  чувства  перестаютъ  уже  постигать  недостатки.  Тогда  погрѣш- 
ности въ  измѣреніи  не  превзойдутъ  тѣхъ  отклоненій,  какія  бываютъ  даже  въ  са- 
мой природѣ,  которая  должна  быть  всегда  главною  цѣлію  въ  наукахъ,  и гдѣ  хотя 
мы  почерпаемъ  первыя  понятія,  но  самою  строгостію  въ  нихъ  бываемъ  одолжены 
несовершенству  нашихъ  чувствъ.  Дѣйствительно,,  въ  природѣ  непрерывнаго  со- 
ставленія нѣтъ,  а слѣдовательно  правильность  образованія  не  поддерживается  до 
малѣйшихъ  частицъ,  какъ  опа  представляется  съ  перваго  раза  для  всего'  цѣлаго 
въ  большомъ  размѣрѣ.  Съ  другой  стороны,  хотя  производимъ  въ  нашемъ  вообра- 
женіи несоизмѣримыя  тѣла,  какъ  напримѣръ  шаръ  и кубъ,  однакожъ  стоитъ 
условиться  въ  признакахъ  большаго  и меньшаго,  слѣдовательно  допускать  уже  во 
всемъ  опредѣленную  величину,  потомъ  заключать  измѣряемое  въ  границы,  кото- 
рыя бы  можно  было  сближать  по  произволу,  тогда  будемъ  подходить  съ  какой 
угодно  точностію  къ  величинѣ  мысленныхъ  образцовъ. 

3.  Вся  ое  тѣло  можетъ  бытъ  раздѣлено  на  части , которыя  не  касаются 
ѳзФимно  чер  зъ  одну.  Такія  сеченія  назовемъ  поступательными.  Они  назначаютъ 
протяженіе,  по  которому  тѣло  простирается  до  безконечности,  когда  непрестан- 
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Два  сѣчепія,  пзъ  которыхъ  каждое  въ  отношеніи  къ  другому  переходитъ  съ 
одной  стороны  на  противоположную,  будемъ  называть  для  краткости  сѣченіями 
накрестъ.  Напримѣръ  въ  чертежѣ  10  сѣчепія  аЪ,сй  проведены  пакрестъ.  Изъ 
четырехъ  частей,  такими  сѣченіями  въ  тѣлѣ  произведенныхъ,  тѣмъ  двумъ,  кото- 
рыя въ  отношеніи  къ  обоимъ  сѣченіямъ  находятся  на  противоположныхъ  сторо- 
нахъ, дадимъ  названіе  долей  накрестъ.  Въ  чертежѣ  10  представлены  доли  на- 
крестъ А А съ  І>  В,  В В съ  ЕЕ,  С С съ  ЕЕ.  Здѣсь  А А съ  Л В лежатъ  на 
противоположныхъ  сторонахъ  какъ  въ  отношеніи  къ  сѣченію  а Ь,  такъ  и къ  ей. 
Надобно  замѣтить,  что  два  сѣченія  накрестъ  раздѣляютъ  иногда  тѣло  на  четыре 
части  неприкосновенныя  черезъ  одну.  Однакожъ  въ  такомъ  случаѣ  первая  доля 
соединяется  вновь  прикосновеніемъ  съ  четвертой,  а потому  здѣсь  дѣленіе  нельзя 
смѣшивигь  съ  тѣмъ,  которое  происходитъ  отъ  поступательныхъ  сѣченій.  На  чер- 
тежѣ 11  представленъ  видъ  съ  боку  такого  тѣла,  которое  сѣченіями  аЬсй,е/дк 
раздѣляется  на  четыре  части  А,  В,  С,  В неирикосновепныя  черезъ  одну.  Между 
тѣмъ  первая  часть  А соединена  съ  четвертой  В,  а потому  дѣленіе  нельзя  почи- 
вать произведеннымъ  посредствомъ  четырехъ  поступательныхъ  сѣченій  аЪ,е/,сй, 
дЬ.  Отличительный  признакъ  сѣченій  поступательныхъ  отъ  сѣченій  накрестъ  бу- 
детъ тотъ,  что  первыя  не  переходятъ  съ  одной  стороны  на  противоположную. 
Въ  чертежѣ  1 1 напротивъ  сѣченіе  аЪ  ей  раздѣляетъ  тѣло  на  двѣ  части  а й Ь, 
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сѣченій  проведено  поступательное:  между  ними  вырѣжутся  четыре  части,  кото- 
рыхъ прикосновеніе  можетъ  быть  одно  изъ  трехъ,  представленныхъ  на  чертежахъ 
11,  12,  13.  Первый  случай  не  рѣшаетъ  еще,  должно  ли  почитать  сѣченія  сй,еІі 
за  два  главныя;  но  въ  случаѣ,  который  видимъ  на  чертежѣ  12,  два  сѣченія  ай,е\ 
могутъ  быть  главными,  когда  тоже  повторяется  вездѣ  между  поступательными 
сѣченіями,  или  покрайней  мѣрѣ  только  между  нѣкоторыми  прикосновеніе  на- 
крестъ совсемъ  уничтожается. 

6.  Когда  въ  тѣлѣ  три  главныя  сѣченія  проведепы,  съ  тѣмъ  вмѣстѣ  восемь 
долей  взаимно  прикосновенныхъ  произошли,  то  въ  отношеніи  къ  первому  сѣченію 
двѣ  части  касаются  поверхностно,  въ  отношеніи  къ  двумъ  сѣченіямъ  двѣ  части 
накрестъ  касаются  линейно,  въ  отношеніи  ко  всѣмъ  тремъ  сѣченіямъ  двѣ  части 
на  противоположныхъ  сторонахъ  касаются  въ  точкѣ. 

Чертежъ  7 представляетъ  поверхностное  прикосновеніе  двухъ  частей  А,  В 
въ  тѣлѣ  С.  На  чертежѣ  15  видно  линейное  прикосновеніе  двухъ  тѣлъ  А,  В,  ко- 
торые могутъ  быть  вырѣзаны  изъ  одного  посредствомъ  сѣченій  аЪ,  ей.  Въ  чер- 
тежѣ 16  два  тѣла  А,  В касаются  другъ  друга  въ  точкѣ,  будучи  вырѣзаны  изъ 
одного  помощію  трехъ  сѣченій  аЪ  с,  ЛЪ  е,/Ъ д. 

Всякое  тѣло  съ  окружнымъ  пространствомъ  находится  въ  поверхностномъ 
прикосновеніи.  Сѣченіе,  которымъ  оно  бываетъ  отдѣлено,  можно  разсматривать 
то  за  одно,  то  за  два  обращательныя,  то  наконецъ  за  три  главныя.  Итакъ  двѣ 
части  въ  тѣлѣ  касаются  либо  поверхностно,  либо  линейно,  либо  въ  точкѣ. 

7.  Если  говоримъ  о прикосновеніи  только  двухъ  тѣлъ,  слѣдовательно  не  при- 
нимаетъ въ  разсужденіе  части,  которыя  въ  одномъ  не  касаются  другаго,  то  два 
тѣла  получаютъ  названіе  поверхности,  линіи,  точки,  смотря  потому,  какого  ро- 
да прикосновеніе  между  ними  будетъ:  поверхностное,  линейное,  либо  въ  точкѣ. 

Такъ  если  два  тѣла  А,  В (чер.  17)  касаются  поверхностно,  находясь  на 
двухъ  сторонахъ  сѣченія  8,  то  получаютъ  уже  названіе  поверхности  5,  какъ  ско- 
ро дозволяется  прикладывать  и отбрасывать  отъ  А всякую  часть  а неприкосно- 
венную къ  В,  отъ  В всякую  часть  Ъ неприкосновенную  къ  А.  Отдѣленіе  хакихъ 
частей  а,  Ь должно  происходить  помощію  поступательныхъ  сѣченій  8”  къ  8,  и 
можетъ  продолжаться,  покуда  доходимъ  въ  двухъ  тѣлахъ  до  тонкости  бумажнаго 
листа  или  какъ  далеко  воображеніе  въ  состояніи  слѣдовать  еще  за  дѣленіемъ. 
Обыкновенно  въ  этомъ  видѣ  представляютъ  себѣ  новерхности,  при  чрезвычайной 

тонкости  двухъ  тѣлъ,  устраняя  тѣ  части  въ  нихъ  отъ  нашего  вниманія,  которыя 
не  нужно  совсемъ  принимать  въ  разсужденіе. 
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ями,  которыя  назначаютъ  одно  протяженіе,  то  часть  эту  можемъ  уменьшать  про- 
извольно въ  сравненіи  съ  величиною  всей  поверхности.  А какъ  часть  поверхно- 
сти составляетъ  сторону  линіи,  то  въ  этомъ  отношеніи  величина  линіи  будетъ 
нулемъ  сравнительно  съ  поверхностью.  Итакъ  въ  измѣреніи  поверхностей  можно 
слѣдовательно  поступательныя  сѣченія  замѣнять  ихъ  обращательными:  это  зна- 
читъ уже,  что  надобно  принимать  только  въ  разсужденіе  самыя  линіи,  проведен- 
ныя на  поверхности,  къ  какимъ  бы  сѣченіямъ  впрочемъ  онѣ  ни  принадлежали  и 
какъ  бы  сѣченія  внѣ  поверхности  ни  продолжались. 

10.  Измѣреніе  линій  требуетъ  раздѣленія  на  части,  которыя  можно  вырѣ- 
зывать однимъ  только  рядомъ  поступательныхъ  сѣченій,  проведенныхъ  къ  треть- 
ему главному,  принимая  за  два  другія  тѣ  самыя,  гдѣ  линія  находится.  Дѣйстви- 
тельно, поступательныя  сѣченія  къ  двумъ  послѣднимъ  отрѣзываютъ  только  части 
непринадлежныя  къ  линіи  (ст.  7). 

Предполагая  возможность  найти  величину  всякой  линіи,  также  всякой  части 
на  вей  между  двумя  точками,  потомъ  допуская,  что  часть  эта  можетъ  по  про- 
изволу быть  уменьшаема,  должны  принимать  точку  за  нуль  въ  сравненіи  съ  ве- 
личиною линіи,  потому  что  всѣ  такія  части  непринадлежатъ  уже  къ  точкѣ. 
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11.  Величину  точки  должно  во  всякомъ  случаѣ  почитать  за  нуль  въ  сравне- 
ніе съ  величиною  линій,  потому  что  всѣ  линіи*  какъ  бы  малы  ни  были,  могутъ 
уменьшаться,  безъ  всякаго  вліянія  на  величину  точки,  которая  такимъ  линіямъ 
принадлежитъ  (ст.  7). 

Вообще  какъ  линіи  такъ  и точки,  соединяясь  между  собою  сѣченіями,  жъ 
которымъ  онѣ  принадлежатъ  и которыя  слѣдовательно  всѣ  будутъ  уже  другъ  къ 
другу  обращательными,  не  могутъ  увеличиваться  съ  тѣмъ  вмѣстѣ,  какъ  сѣченія, 
замѣняясь  одно  другимъ,  не  производятъ  новыхъ  линій  и точекъ.  Итакъ  въ  этомъ 
родѣ  соединенія  величина  двухъ  линій  остается  снова  величиною  большой  изъ 
нихъ,  или  тойже  въ  случаѣ  равенства;  величина  же  точки  всегда  не  перемѣняется. 
Это  свойство  линій  и точекъ,  отъ  удваиванія  не  увеличиваться,  между  геометри- 
ческими величинами  тоже,  какое  между  числами  принадлежитъ  нулямъ. 

1 2.  Относительное  положеніе  двухъ  точекъ  называется  разстояніемъ  и назна- 
чается прикосновеніемъ  двухъ  тѣлъ,  въ  которыхъ  допускаются  всѣ  тѣ  перемѣны, 
какія  не  перемѣняютъ  самыхъ  точекъ;  такъ  что  разстояніе  почитается  тоже,  когда 
разность  происходитъ  отъ  частей  одного  тѣла  неприкосновенныхъ  къ  другому,  или 
отъ  различныхъ  обращательныхъ  сѣченій,  къ  которымъ  точки  равно  принадлежатъ. 

Разстояніе  точекъ  А,  В (чер.  20)  опредѣляется  прикосновеніемъ  тѣла  В М 
к ъ АО  В также,  какъ  и прикосновеніемъ  тѣла  В М къ  А Т>  В,  потому  что 
здѣсь  различіе  въ  тѣлахъ  прикосновенныхъ  составляютъ  или  тѣ  части  въ  одномъ, 
которыя  не  касаются  другаго;  или  такія  части,  которыхъ  наружныя  поверхности 
представляютъ  обращатедьныя  сѣченія,  куда  принадлежатъ  двѣ  точки. 
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13.  Шаръ  есть  тѣло  съ  такой  наружной  поверхностію — сферой , которой  всѣ 
точки  въ  равныхъ  растояніяхъ  (ст.  12)  отъ  одной  внутри — центра  шара  ши 
сферы.  Это  разстояніе  центра  до  точекъ  сферы  называются  полупоперечникомъ  ша- 
ра, также  какъ  и самой  сферы. 

Съ  первымъ  понятіемъ  о тѣлахъ  въ  Геометріи  принимаемъ  уже  центръ  вну- 
три шара,  представляя  себѣ  вокругъ  всякой  точки  сферу,  какъ  такую  поверх- 
ность, которая  граничатъ  совершенно  часть  пространства  въ  полномъ  ея  прико- 
сновеніи съ  окружнымъ  (ст.  2). 

14.  Сферы  съ  равными  полу  поперечниками  бывают  одинаковы , потому  что 
сливаются  во  всѣхъ  точкахъ,  когда  центръ  у нихъ  общій  (ст.  2). 

Шары  съ  равными  полупоперечниками  также  одинаковы , одинъ  наполняя 
мѣсто  другаго  (ст.  2). 

Одинаковыя  сферы  вокругъ  одного  центра  сливаются  такимъ  образомъ  вся- 
кій разъ,  какая  бы  точка  въ  одной,  куда  бы  ни  переносилась  на  точку  другой. 


Одноцентрныя  сферы  съ  этимъ  ихъ  свойствомъ,  представля  поступательныя 
сѣченія  въ  пространствѣ  (ст.  3),  служатъ  въ  назначенію  протяженія  въ  тѣлахъ, 
поверхностяхъ  и линіяхъ. 
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Полупоперечники  считаются  тѣ  менѣе,  которые  принадлежатъ  одноцентрнымъ 
шарамъ,  помѣщеннымъ  внутри  другихъ.  Это  подаетъ  первое  средство  для  срав- 
ненія различныхъ  разстояніи  между  собою. 

Итакъ  всякое  тѣло  необходимо  раздѣляется  на  части  помощію  сферъ  одно- 

центрныхъ. 

16.  Центръ  можетъ  бытъ  одинъ  только  внутри  щара. 

Внутри  сферы  А (чер.  21)  полагаемъ  два  центра  а,  Ъ.  Вокругъ  одного,  на- 
примѣръ а,  воображаемъ  сферу  В съ  полупоперечникомъ  г.  На  ней  всѣ  точки 
будутъ  также  центрами  сферы  А,  потому  что  всякая  точка  с на  сферѣ  В,  дви- 
женіемъ вокругъ  а,  переносится  въ  Ъ,  тогда  какъ  сфера  А въ  своемъ  обращеніи 
по-  связи  въ  шару  съ  В,  не  перестаетъ  сливаться  сама  съ  собою  (ст.  14);  послѣ 
чего  точкѣ  с на  мѣстѣ  Ъ,  также  какъ  и на  прежнемъ,  должно  принадлежать  то- 
же свойство.  Разстоянія  всякой  точки  Л на  сферѣ  А до  Ъ,  с и до  всѣхъ  вообще 
точекъ  на  сферѣ  В,  дѣлаются  такимъ  образомъ  равны.  Это  значило  бы,  что  за 
центръ  сферы  В можно  почитать  точку  сі  внѣ  сферы  (ст.  13). 

Замѣтимъ  еще,  что  шаръ  подъ  сферой  В нельзя  бы  раздѣлять  на  части  сфе- 
рами вокругъ  Л слѣдовательно  принимать  за  тѣло  (ст.  15). 

* 

17.  Шаръ  своей  сферой  не  раздѣляется  на  части. 

Иначе  между  частями  шара,  раздѣленнаго  своею  сферой,  нашлись  бы  такія, 
внутри  которыхъ  не  заключается  центръ  (ст.  1 6)  и которыя  бы  слѣдовательно  не 
подраздѣлялись  болѣе  на  части  помощію  сферъ,  одноцентрныхъ  съ  шаромъ  (ст.  1 5). 

Ф 

1 

18.  Плоскость  называется  такая  поверхность,  гдѣ  пересѣкаются  равныя 
сферы  вокругъ  двухъ  постоянныхъ  центровъ — полюсовъ. 

Пусть  А,  В (чер.  22)  полюсы,  вокругъ  которыхъ  описаны  сферы  съ  однимъ 
полупоперечникомъ  А С — В С.  Общія  точки  С,  В,  Е принадлежатъ  кругу,  так- 
же какъ  и цѣлой  плоскости  со  всѣми  другими  точками  Е,  (х,  Н,  общими  сфе- 
рамъ около  тѣхъ  же  полюсовъ  А,  В съ  какими  нибудь  полупоперечниками 

Ав=ва. 
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Пусть  А,  В полюсы.  О всякой  третьей  точкѣ  С въ  пространствѣ  можемъ 
утверждать,  что  принадлежитъ  самой  плоскости,  либо  той,  либо  другой  ея  сторо- 
нѣ. Если  разстояніемъ  А С двухъ  точекъ  А,  С произведенныя  сферы  вокругъ 
центровъ  А,  В не  пересѣкаются,  то  О лежитъ  внѣ  плоскости  на  сторонѣ  полюса 
А.  Если  же  разстояніемъ  А В,  какой  нибудь  точки  В до  А,  вокругъ  А,  В опи- 
санныя сферы  проходятъ  обѣ  чрезъ  І>,  то  точка  В лежитъ  въ  самой  плоскости. 
Наконецъ  когда  разстояніе  А Е точки  Е въ  пространствѣ,  взятое  за  полупопе- 
речнпкъ,  описываетъ  двѣ  сферы  вокругъ  А,  В,  которыя  входятъ  одна  въ  другую, 
тогда  точка  Е будетъ  на  сторонѣ  полюса  В. 

Первый  случай  съ  точкой  С принадлежитъ  разстоянію  А С<С.В  С;  второй 
съ  точкой  В,  когда  А В ~ В В;  третій  съ  Д когда  А Е>  В Е (ст.  15).  Въ 
первомъ  случаѣ  сфера,  вокругъ  В съ  полу поперечникомъ  В С,  необходимо  даетъ 
общую  точку  со  сферой  вокругъ  А,  которой  полупоперечникъ  А С слѣдовательно 
пересѣкаетъ  уже  сферу  вокругъ  А съ  полупоперечникомъ  равнымъ  В С.  Второй 
случай  не  требуетъ  поясненія.  Въ  случаѣ  съ  точкой  Е сфера  вокругъ  А съ  по- 
лупонеречникъ  ВЕ  совсѣмъ  не  пересѣкаетъ  сферу  вокругъ  В съ  полупоперечни- 
комъ В Е. 

Когда  такимъ  образомъ  всякая  точка  въ  пространствѣ  должна  принадлежать 
къ  плоскости,  либо  находиться  на  той,  либо  на  другой  ея  сторонѣ,  то  самая 
плоскость  можетъ  продолжаться  до  безконечности,  раздѣляя  пространство  на  двѣ 
части. 

20.  Плоскость  покрываетъ  сама  себя  какъ  другой  стороной , такъ  и въ 
обращеніи  вокругъ  полюсовъ. 

Когда  полюсы  А,  В (чер.  23)  мѣняются  мѣстами,  то  сферы  вокругъ  ихъ, 
переходя  съ  одиой  стороны  плоскости  на  другую,  каждая  покроетъ  ей  равную; 
слѣдовательно  плоскость  въ  этомъ  новомъ  положеніи  сольется  съ  плоскостію  въ 
прежнемъ. 

Всякая  точка  С можетъ  быть  перенесена  въ  другую  точку  1)  на  кругѣ  про- 
исхожденія, покуда  центръ  А сохраняетъ  свое  мѣсто.  Съ  этимъ  переносомъ  со- 
единено перемѣщеніе  точекъ  во  всѣхъ  сферахъ  около  А,  но  самыя  сферы  сли- 
ваются въ  прежнемъ  и новомъ  ихъ  положеніи;  слѣдовательно  съ  плоскостію  слу- 
чается тоже. 
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говъ  происхожденія.  На  немъ  каждыя  двѣ  точки  С,  В находятся  въ  равныхъ 
разстояніяхъ  отъ  А и В,  а потому  когда  точки  С,  В беремъ  за  полюсы,  то  но- 
вая плоскость  пройдетъ  уже  чрезъ  данныя  двѣ  точки  А,  В. 

22.  Началомъ  круговъ  происхожденія  назовемъ  такую  точку,  которая  мо- 
жетъ бытъ  одна  только  на  плоскости  и которой  разстоянія  до  всѣхъ  точекъ 
каждаго  круга  равны.  Эта  точка  называется  ггентромъ  каждаго;  разстоянія  точекъ 
круга  до  центра — полупоперечники  круга . 

Когда  полюсы  А,  А'  (чер.  2 5)  мѣняются  мѣстами,  между  тѣмъ  какъ  точка 
В на  кругѣ  происхожденія  ВСВ'С  сохраняетъ  свое,  то  на  томъ  же  кругѣ  най- 
дется другая  точка  В',  которая  также  какъ  и В , останется  на  прежнемъ  мѣстѣ. 
Подобныя  точки,  каковы  здѣсь  В,  В ',  будемъ  называть  противоположными  на 
кругѣ.  Чтобы  для  В найти  противоположную  точку  В',  стоитъ  только  взять  отъ 
В въ  обѣ  стороны  равныя  дуги  В С,  В В,  послѣ  чего  принимая  концы  С,  В за 
полюсы,  вести  плоскость,  которая  пройдя  чрезъ  А, А'  (ст.  21)  пересѣчетъ  ВСВ'С 
въ  точкѣ  В',  потому  что  съ  перестановкой  А,  А'  мѣняются  также  С,  В мѣстами, 
но  плоскость  и кругъ  сливаясь  сами  съ  собой,  сохраняютъ  общую  точку  В'. 
(ст.  20).  Если  теперь  точки  В,  В'  служатъ  полюсами,  то  новая  плоскость,  про- 
ходя чрезъ  А,  А',  разрѣжетъ  кругъ  В С В'  С въ  противоположныхъ  точкахъ 
Д В'.  Она  съ  плоскостію  круга  раздѣляетъ  пространство  на  четыре  части,  -ко- 
торыя замѣняютъ  одна  другую  съ  обращеніемъ  ихъ  около  Д Е',  такъ  что  когда 
А будетъ  въ  А',  то  наоборотъ  А'  въ  А,  тогда  какъ  общія  точки  двумъ  пло- 
скостямъ остаются  на  своемъ  мѣстѣ.  Это  зпачитъ,  что  каждыя  двѣ  части  на- 
крестъ касаются  въ  линіи  ЕВЕ'  (ст.  4 и 7),  которую  называютъ  поперечникомъ 
круга  В С В’  С.  Обращая  всѣ  сферы  вокругъ  ихъ  центровъ  А,  А’,  не  нарушая 
впрочемъ  связи  между  ними  въ  пересѣченіи,  даемъ  поперечнику  ЕВЕ'  новое 
положеніе  СВС , такъ  что  прежнія  точки  Е,Е',В,В'  теперь  будутъ  въ  С,С,Е,Е, 
тогда  какъ  найдется  точка  В,  которая  мѣста  своего  не  перемѣнитъ.  Еслибъ 
Д Е'  принимались  за  полюсы,  то  плоскость  прошла  бы  не  только  чрезъ  А,  А', 
но  также  чрезъ  В,  В1.  Подобнымъ  образомъ  если  бы  С,  С были  полюсы,  то  пло- 
скость прошла  бы  чрезъ  А,  А’  и чрезъ  Ѳ-,  С на  кругѣ.  Послѣ  такого  замѣчанія 
не  трудно  видѣть,  что  всѣ  дуги  С Д С Е,  В 6,  В'  6'  равны  между  собой,  а слѣ- 
довательно съ  обращеніемъ  плоскости  круга  на  другую  сторону  и съ  положеніемъ 
линіи  ЕЕ  на  С С , должна  С С лежать  на  Е Е,  будетъ  ли  Е въ  С или  въ  С. 
Отсюда  заключаемъ,  что  С В = Е В = С В = Е В.  Такъ  какъ  линіи  В ЕВ1 
дано  новое  положеніе  СВС  произвольное,  то  В,  на  половинѣ  поперечника  ЕЕ', 
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должна  быть  единственной  точной,  откуда  разстоянія  до  всѣхъ  точекъ  круга  рав- 
ны.  Впрочемъ  пересѣченіе  двухъ  поперечниковъ  въ  одной  только  точкѣ  не  труд- 
но понять,  когда  замѣтимъ  къ  тому,  что  здѣсь  три  плоскости  раздѣляютъ  про- 
странство на  восемь  частей,  изъ  которыхъ  каждыя  двѣ  на  крестъ  и взятыя  на 
противоположныхъ  сторонахъ  въ  отношеніи  ко  всѣмъ  тремъ  плоскостямъ,  засту- 
паютъ одна  мѣсто  другой,  не  теряя  своей  связи;  слѣдовательно  своимъ  прикосно- 
веніемъ представляютъ  единственную  точку  (ст.  5 и 7). 

Разстояніе  центра  до  точекъ  круга  называютъ  полу  поперечникомъ , которой 
слѣдовательно  составляетъ  половину  поперечника. 

Поперечникъ  раздѣляетъ  кругъ  на  двѣ  одинаковыя  части. 

Кругамъ  принадлежатъ  тѣже  свойства  на  плоскости,  какія  сферамъ  въ  про- 
странствѣ. Напримѣръ  равенство  полупоперечниковъ  дѣлаетъ  круги  одинаковыми; 
дуги  круга  сливаются,  когда  центръ  у нихъ  общій. 

24.  Для  круга  можетъ  бытъ  одинъ  только  центръ  на  плоскости. 

Внѣ  круга,  либо  на  самомъ  кругѣ  нельзя  допускать  центра,  котораго  бы 
разстоянія  до  всѣхъ  точекъ  круга  были  равны.  Иначе  сфера  вокругъ  такого  цент- 
ра не  могла  бы  раздѣлять  того  шара  на  части,  которому  начало  круготъ  на  пло- 
скости служитъ  центромъ  и котораго  поверхность  пересѣкаетъ  плоскость  въ  дан- 
номъ кругѣ  (ст.  15).  Если  же  кромѣ  начала  А допускаемъ  другой  центръ  В вну- 
три круга  (чер.  26),  то  сфера  около  А съ  полупоперечникомъ  А В пересѣчетъ 
плоскость  въ  кругѣ  В С (ст.  23),  гдѣ  точка  В можетъ  быть  перенесена  всюду 
на  сферѣ  съ  полупоперечникомъ  А В,  также  какъ  точка  I)  на  кругѣ,  происхож- 
денія В Е мѣняется  мѣстомъ  со  всякой  другой  на  сферѣ  около  начала  А съ  но- 
лупоперечникомъ  А I).  Итакъ  два  центра  А,  В были  бы  вмѣстѣ  двумя  центрами 
той  самой  сферы,  которая  пересѣкаетъ  плоскость  въ  данномъ  па  вей  кругѣ;  тогда 
какъ  невозможность  этаго  была  доказана  (ст.  16). 
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плоскости. 
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Такъ  плоскость  продолжаемъ  до  безконечности,  подобно  прямой  линіи  (ст.  29  \ 
когда  полагаемъ  саму  на  себя  частію  и выдаваясь  вонъ  остальною. 

34.  Двѣ  сферы,  либо  совсѣмъ  не  всрѣчаются,  либо  касаются  другъ  друга  въ 
одной  точкѣ , либо  пересѣкаются  въ  крут ; смотря  потому , сумма  полу  переч- 
никовъ менѣе,  равна,  или  болѣе  разстоянія  между  центрами.  Въ  послѣднемъ 
случаѣ  надобно  еще , чтобы  разность  полупоперечниковъ  была  менѣе  разстоянія 
между  центрами. 

Пусть  у двухъ  сферъ  около  центровъ  А , В (чер.  37)  полупоперечники  А С, 
В С таковы,  что  составляютъ  вмѣстѣ  разстояніе  А В центровъ  другъ  отъ  друга. 
Воображаемъ,  черезъ  точку  С на  прямой  А В,  плоскость  В Е,  которой  полюсы 
на  равныхъ  разстояніяхъ  отъ  С.  Около  точки  С и всякой  другой  общей  двумъ 

сферамъ,  если  бы  другая  существовала,  должны  допускать  возможность  обраще- 
нія какъ  той,  такъ  и другой  сферы  на  своихъ  поперечникахъ  С Г,  С О,  проведен- 
ныхъ отъ  точки  прикосновенія  С.  Тоже  движеніе  сферъ  должно  быть  возможнымъ 
въ  ихъ  соединеніи  съ  плоскостію  В Е,  какъ  для  каждой  порознь,  такъ  обѣихъ 
сферъ  въ  связи  съ  плоскостію  (25).  Но  какъ  различныхъ  прямыхъ  нельзя  про- 
вести между  двухъ  точекъ  6,  Р (ст.  26),  то  двѣ  сферы  касаются  необходимо  въ 
одной  только  точкѣ  С. 

Съ  оставленіемъ  центровъ  А,  В на  своихъ  мѣстахъ,  н съ  уменьшеніемъ  од- 
ного полуноперечника,  напримѣръ  А С,  новая  сфера  помѣщается  внутри  прежней, 
а слѣдоватетьно  не  касается  ни  плоскости  В Е,  ни  сферы  за  такой  плоскостію. 
Это  значитъ,  что  всякій  разъ  двѣ  сферы  не  встрѣчаются,  когда  сумма  полупо- 
перечеиковъ  менѣе  разстоянія  центровъ. 

Съ  увеличеніемъ  .4  С,  наиримѣръ  до  точки  Е,  по  не  достигая  до  точки  Е, 
производимъ  пересѣченіе  двухъ  сферъ,  которыя  частію  только  входятъ  одна  впутрь 
другой.  Всякая  теперь  плоскость,  проведепная  черезъ  центры  А,  В,  даетъ  двѣ 
точки  В,  В'  общія  двумъ  сферамъ,  и которыя  принимая  за  полюсы,  производимъ 
плоскость,  гдѣ  лежатъ  точки  А,  В и слѣдовательно  вся  прямая  А В (ст.  32). 
Послѣ  чего  въ  этой  же  плоскости  тотъ  кругъ  происхожденія,  къ  которому  при- 
надлежитъ точка  В,  пересѣкаетъ  линію  С Р гдѣ  нибудь  въ  точкѣ  В’,  такъ  что 
В В — В V — В’  В — В’  V.  Итакъ  плоскость  съ  полюсами  В,  В’  заключаетъ  въ 
себѣ  точки  В,  В1,  давая  слѣдовательно  въ  пересѣченіи  тотъ  же  кругъ,  какъ  со 

сферой  около  А при  полупоперечникѣ  А Е,  такъ  со  сферой  около  В при  полу- 

поперечникѣ  В С. 

% 
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въ  ней  части  за  малостію  дозволяется  пренебрегать.  Пусть  напримѣръ  Ъ прини- 
мается за|  мѣру,  гдѣ  могутъ  быть  отброшены  части  менѣе  той.  Тогда  стоитъ  взять 
линію  въ  т разъ  болѣе  Ъ,  на  нее  полагать  всякую  а,  покуда  число  п повтореній 

этой  послѣдней  дастъ  остатокъ  менѣе  Ъ , которымъ  пренебрегая  получимъ  ^ со- 
держаніе двухъ  линій,  а къ  Ъ. 

Отъ  произвола  зависитъ  впрочемъ,  какую  часть  линіи  должны  пренебрегать, 
слѣдовательно  точность  измѣренія,  также  какъ  и точность  вычислепія  можетъ 
быть  доведена  до  какой  угодно  степени;  по  крайней  мѣрѣ  въ  тѣхъ  границахъ, 
которыя  полагаетъ  недостатокъ  нашихъ  чувствъ  и которыя  предоставляется  рас- 
ширять искуству  съ  непрестаннымъ  усовершенствованіемъ  его  способовъ. 


Составленіе  линіи  повтореніемъ  одной  можетъ  представлять 


иногда 


ство  въ  исполненіи. 


Въ  такомъ  случаѣ 


стоитъ  класть  меньшую  линію 


новый  остатокъ 


на  прежній, 


неудоб 

»• 

на  боль 


и такъ  далѣе 


шую,  потомъ  остатокъ  на  меньшую,  новый  остатокъ  на  прежній,  и такъ  далѣе 
покуда  совсѣмъ  не  будетъ  остатка,  либо  чрезвычайно  малый,  который  бы  дозво 
лялось  пренебрегать.  Теперь  предполагая,  что  содержаніе  меньшой  линіи  къ  боль 
шой  будетъ  дробь  съ  числителемъ  ѣ и знаменателемъ  да>«  цѣлыми,  должны  по 
лучить  тѣже  числа  повтореній  одной  линіи  въ  другой  по  порядку,  какія  вышлі 


по  порядку 


У 


какія  вышли 


бы  въ  частныхъ  при  дѣленіи  т на  п,  потомъ  всякій  разъ  остатка  на  прежняго 
дѣлителя.  Итакъ  означая  числа  повтореній,  о которыхъ  говоримъ,  по  порядку 
р,  получимъ  содержаніе  меньшой  линіи  къ  большой: 


Если  теперь  въ  двухъ  послѣднихъ  приближенныхъ  дробяхъ  къ  ± знаменате- 
ли 3,  3',  то  значеніе  всей  непрерывной  будетъ  разниться  съ  содержаніемъ  ^ ме- 
нѣе нежели  дробь 

1 

3 3' 

Эту  разность,  еслибъ  она  сама  не  уничтожалась  съ  измѣреніемъ  безъ  остат- 
ка, можемъ  такимъ  образомъ  уменьшать  вмѣстѣ  съ  продолженіемъ  непрерывной 
дроби,  гдѣ  прибавляется  всегда  новый  знаменатель  съ  каждымъ  новымъ  измѣре- 
ніемъ посредствомъ  остатка. 
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Подъ  угломъ  двухъ  дугъ  на  сферѣ  будемъ  разумѣть  угодъ  пхъ  плоскостей 
(ст.  30),  будутъ  лп  плоскости  проходить  черезъ  центръ  пли  нѣтъ;  но  всякій 
разъ  надобно  понимать  дуги  большихъ  круговъ,  если  не  будетъ  сказано  противное. 

Линію  пересеченія  двухъ  плоскостей  назовемъ  ребромъ  угла;  самыя  плоско- 
сти— боками  или  полами. 

43.  Плоскостной  уголъ  равенъ  линейному  между  перпендтулами  къ  ребру 
въ  полахъ. 


Этому  же  предложенію  даемъ  еще  другой  видъ,  когда  скажемъ,  что  въ  сфе- 
рическомъ треугольникѣ  бокъ  равенъ  противоположному  углу , когда  каждый  изъ 
другихъ  боковъ  і гг. 


Г Л А 


А IV. 


О ЛИНІЯХЪ  И ПЛОСКОСТЯХЪ  ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫХЪ. 

47.  Перпендикулъ  изъ  точки  на  линіи  можетъ  бытъ  одинъ  только. 

Разумѣется,  что  продолженіе  перпевдикула  за  точку  пересѣченія  бываетъ 
перпендикуломъ  къ  той  же  линіи  на  противоположной  сторонѣ,  какъ  это  слѣду- 
дуетъ  изъ  равенства  вершинныхъ  угловъ  (ст.  40).  Но  всякая  другая  линія  выхо- 
дя съ  перпендикуломъ  изъ  общей  точки,  дѣлаетъ  въ  одну  сторону  тупой,  въ  дру- 
гой острый  уголъ,  слѣдовательно  не  можетъ  быть  сама  вторымъ  перпендикуломъ. 

48.  Перпендикулъ  изъ  точки  къ  линіи  можетъ  быть  одинъ  только , тогда 
какъ  изъ  этой  точки  всякая  другая  прямая  встрѣчаетъ  данную  подъ  острымъ 
угломъ  на  сторонѣ  перпендикула. 

Пусть  А В (чер.  43)  перпендпкулъ  из»  А къ  линіи  В С;  пусть  А С прямая 
изъ  той  же  точки  А къ  другой  точкѣ  С на  линіи  В С.  Продолжаемъ  А В по  дру- 
гую сторону  В С,  дѣлая  В А'  = В А,  и соединяемъ  точки  4',  С прямою.  Съ  пере- 
кладываніемъ концовъ  А,  4',  одного  на  мѣсто  другаго,  середина  В линіи  А А' 
будетъ  оставаться  по  прежнему,  также  какъ  п вся  линія  ВС,  потому  что  ^АВС= 
І.А1  В С — з-я-  (ст.  47).  Отсюда  заключаемъ,  что  ^ А С В — І.А’  СВ ; а какъ 
уголъ  АСА'  менѣе  гг  (ст.  46),  то  І.АС В острый. 

Итакъ  два  перпендикула  къ  одной  линіи  не  могутъ  пересѣкаться. 

Если  по  другую  сторону  точки  В дѣлаемъ  продолженіе  В С = В С,  то  съ 
обращеніемъ  треугольника  АСА’  на  боку  А А'  точка  С придетъ  въ  С,  потому 
что  і-АВ  С = і-  А В С = і я\  Послѣ  чего  разстоянія  А С'  — А С=А'С=А'С', 

слѣдовательно  А, А'  полюсы  прямой  СС',  а перпендикуль  соединяетъ  всегда  про- 
тивоположные полюсы  прямой  линіи. 
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его  смѣжный  тупой  не  можетъ  быть  угломъ  бедра  съ  основаніемъ  въ  другомъ 
равнобедренномъ  треугольникѣ  (ст.  50). 

Если  прямая  перпендикулярна  къ  поперечнику,  то  не  можетъ  уже  входить 
внутрь  круга.  Иначе  составился  бы  равнобедренный  треугольникъ  изъ  двухъ  по- 
лупоперечниковъ къ  общимъ  точкамъ  прямой  съ  кругомъ  при  вступленіи  внутрь 
и при  выходѣ  вонъ  (ст.  25).  Въ  этомъ  треугольникѣ  противъ  одного  полупопереч- 
ника прямой  уголъ  по  предположенію,  противъ  другаго  слѣдовательно  также  былъ 
бы  прямой  уголъ  (ст.  50)  и такимъ  образомъ  произошло  бы  два  пернендикула 
къ  одной  прямой  изъ  центра  круга  (ст.  48). 

Тоже  можно  доказывать  еще  другимъ  образомъ.  Когда  продолжаемъ  полу- 
поперечникъ А В (чер.  45)  вонъ  пзъ  круга,  дѣлая  продолженіе  А'  В=.АВ,  по- 
томъ около  А'  описываемъ  кругъ  полупоперечникомъ  А'  В , то  два  круга  будутъ 
касаться  въ  одной  точкѣ  В (ст.  35).  Прямая  ВС,  которой  полюсы  въ  А, А1  долж- 
на быть  перпендикулярна  къ  А В (ст.  48).  Всякая  точка  С будетъ  происходить 
на  линіи  В & отъ  пересѣченія  равныхъ  круговъ  около  полюсовъ  А,  А',  когда  по- 
лупоперечники АС  = А'  С,  такъ  что  А С растетъ  вмѣстѣ  съ  В С.  Отсюда  слѣ- 
дуетъ, что  перпендикулъ  АВ  кратчайшее  разстояніе  точки  А отъ  линіи  ВС,  тогда 
какъ  прочія  разстоянія-  А С тѣмъ  болѣе,  чѣмъ  точка  С далѣе  отъ  конца  В пер- 
пендикула  А В.  Если  же  линія  В С встрѣчаетъ  кругъ  не  перпендикулярно  къ 
полупоперечнику  А С,  то  пересѣкаетъ  его  необходимо  въ  двухъ  точкахъ  С,  С и 
потомъ  остается  внѣ  круга,  какъ  скоро  разстоянія  точекъ  до  центра  сдѣлаются 
болѣе  А С. 
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ченія  съ  данной.  Двѣ  первыя  линіи  не  могутъ  въ  этой  послѣдней  быть  перпен- 
дикулярны (ст.  47  и 48),  слѣдовательно  не-  должны  быть  вмѣстѣ  перпендикулами 
къ  плоскости  (ст.  56). 

58.  Изъ  всякой  точки  можно  возставить  перпендикулъ  къ  плоскости. 

Возможность  поставить  иерпендикулъ  изъ  всякой  точки  на  плоскости,  слѣ- 
дуетъ изъ  того,  что  всякая  точка  служитъ  началомъ  круговъ  на  плоскости  (ст. 
29),  потомъ  къ  этому  началу  пріискиваются  два  полюса,  между  которыми  прямая 
пройдетъ  черезъ  данную  точку  перпендикулярно  въ  плоскости  (ст.  56). 

Еслп  бы  требовалось  возставить  перпендикулъ,  употребляя  къ  тому  черченіе 
прямыхъ  линій  и круговъ  на  плоскостяхъ  то  называемъ  А данную  плоскость,  а на 
ней  данную  точку,  черезъ  которую  ведемъ  произвольно  липію  а въ  плоскости  А 
потомъ  черезъ  а произвольно,  новую  плоскость  В,  наклоненную  подъ  какимъ  нибудь 
угломъ  къ  прежней  4.  Ведемъ  изъ  а перпендпкулы  къ  а:  одинъ  /8  въ  плоскости  4, 
другой  у въ  плоскости,  В;  наконецъ  въ  плоскости,  гдѣ  лежатъ  В и у,  перпендикулъ 
& изъ  а къ  /в,  который  и будетъ  перпенд  скул  омъ  въ  даной  плоскости  4.  Здѣсь  а 
перпендикулъ  къ  /За  у,  слѣдовательно  въ  самой  плоскости  такихъ  линій  и въ 
ней  въ  (Г  (ст.  56),  который  будетъ  уже  перпендивуломъ  въ  а и Д,  а потому  къ 
плоскости  4,  гдѣ  лежатъ  а и /в. 

59.  Плоскость  перпендикулярна  къ  другой,  проходя  черезъ  перпендикулъ  къ 
послѣдней. 

Обратно,  перпендикулъ  къ  линіи  пересѣченія  двухъ  перпендикулярныхъ  плос- 
костей,  находясь  въ  одной  бываетъ  перпендтуломъ  къ  другой. 

Пусть  а Ь (чер.  50)  перпендикулъ  къ  плоскости  4 В.  Черезъ  я Ъ проходитъ 
плоскость  С И,  разрѣзывая  первую  въ  линіи  В С,  перпендикулярной  къ  а Ъ въ 
точкѣ  Ъ (ст.  56).  На  плоскости  А В ведемъ  отъ  конца  Ь къ  линіи  В С перпен- 
дикулъ Ъ с,  который  слѣдовательно  долженъ  съ  аЬ  составлять  прямой  уголъ,  рав- 
ный плоскостному  (ст.  42). 

Еслпжъ  обратно  плоскости  АВ,СІ)  предполагаются  перпендикулярными,  то 
перпендпкулы  аЬ,Ь  с въ  этихъ  плоскостяхъ  къ  лпніи  пересѣченіи  В С,  будутъ  и 
между  собой  перпендикулярны  (ст.  42).  Такимъ  образомъ  а Ь дѣлается  въ  В С и 
в ъ Ъ с перпендивуломъ,  слѣдовательно  къ  самой  плоскости  А В. 

і 

і 

Отсюда  заключаемъ,  что  двѣ  плоскости , перпендикулярныя  къ  третьей, 
пересѣкается  въ  перпендикулѣ  къ  послѣдней,  потому  что  къ  третьей  плоскости 
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скостей,  проведенныхъ  черезъ  центръ.  По  тойже  причинѣ,  изъ  точкп  къ  данной 
дут  можетъ  бытъ  опущенъ  одинъ  только  перпендикулъ,  который  однакожъ  съ 
полнымъ  кругомъ,  гдѣ  была  взята  дуга,  какъ  п со  всѣми  большими  кругами  на 
сферѣ,  пересѣкается  въ  двухъ  точкахъ.  Это  пересѣченіе  происходитъ  въ  копцахъ 
поперечника  сферы,  слѣдовательно  два  периепдикула  къ  одному  кругу  состав- 
ляютъ гг. 

Разстояніе  точки  на  сферѣ  будемъ  измѣрять  дугой  большаго  круга,  прове- 
денной къ  другой  точкѣ,  либо  къ  дугѣ  другаго  большаго  круга  перпендикулярно. 
Разстояніе  полюса  до  точекъ  его  круга,  вездѣ  ранное,  составляетъ  і гг,  потому 
что  поперечникъ  между  полюсами  перпендикуляренъ  къ  плоскости  круга  (ст.  56). 
Разстояній  до  круга  всякой  другой  точка,  кромѣ  полюса,  бываетъ  два,  кото- 
рыя составляютъ  вмѣстѣ  полкруга,  слѣдовательно  изъ  нихъ  всегда  одно  <1 5 я- , 
другое  > 1 гг. 

63.  Оборотные  равнобедренные  треугольники  на  сферѣ  бываютъ  одинаковы. 
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Это  предложеніе  доказываютъ 


обыкновенно 


А,  В,  С углы  сферическаго  треугольника  АВС  (чер.  60),  гдѣ  бокъ  А В продол- 
жаемъ, ■ покуда  составится  полный  кругъ,  потомъ  и другіе  два  бока  чрезъ  ихъ 
общую  точку  С до  встрѣчи  съ  этимъ  кругомъ.  Кромѣ  даннаго  треугольника,  по- 


другамъ 
{чер.  60), 


образомъ. 


Называемъ 


жаеыъ,  - покуда  составится  полный  кругъ, 


потомъ  и другіе 


торыи  означимъ 

{-  _Р 

чего  X = і (А 


X 


произойдутъ 


еще 


три 


я- 


Между  тѣмъ  X + Р 


Ж , 2Ѵ,  Р, 
С,  X + ж 


такъ 


что 


сумма  всѣхъ 


А,^  + N 


В,  послѣ 


чего  X = і (А  — (-  В 4-  С 

въ  томъ,  что  величину 
измѣренія  неизвѣстнымъ; 


—я).  Недостатокъ  этого 
треугольниковъ  надобно 


да  къ  тому  въ  уравненіи 


доказательства 


предполагать 


Р+Х 


а заключается  въ 
оставляя  способъ 
С собственно  дол- 


женъ быть  вмѣсто  Р оборотный  его  треугольникъ. 


Изъ  нашего  предложенія  слѣдуетъ  уже  само  собой 


7 


что  бъ  оборотныхъ  тре 


угольникахъ  поверхности  равны.  Впрочемъ 


къ  этому  заключенію  можно  придти 


другой  дорогой 


не  принимал 


въ  разсужденіе 


самой 


величины 


треугольниковъ 


Въ  сферическомъ  треугольникѣ  ЛВС  (чер.  61)  дуги  А Д В1  В,  С I) 


выходя  пер 


пенднкулярно  къ  бокамъ  изъ  серединъ  А', В', С 


1 


встрѣчаются  въ  общей  точкѣ  В, 


на  равныхъ  разстояніяхъ  А О,  В В,  СВ  отъ  остреевъ.  Дѣйствительно,  когда  вмѣ- 


сто треугольника  В В А 
на  А!  С отъ  точки  А' 


беремъ 


оборотный  его 


котораго  бокъ  В А'  полагаемъ 


то  перпендикулярность  В А 


въ  обоихъ 


треугольникахъ 


заставитъ  В В покрывать 


СВ. 


Подобнымъ 


образомъ 


можемъ 


доказывать 


что 


ВВ 


АВ 


7 


когда 


въ  точкѣ  В пересѣваются  два  перпендикула 


А'  В.  С В.  Въ 


приходить 


и перпендикулъ  В'  В (ст.  65). 


Такъ  данный 


АВС  раздѣляется 


на  равнобедренные 


А В В.  В В С.  СВ  А 


кото- 


тѣже  въ  оборотномъ. 


Доказательство 


не  перемѣняется  также 


эту  же  точку  долженъ  приходить  и перпендикулъ  В В (ст.  65).  Такъ  данный 
треугольникъ  АВС  раздѣляется  на  равнобедренные  А В В,  В В С,  С В А,  кото- 
рымъ отвѣчаютъ  тѣже  въ  оборотомъ.  Доказательство  пе  перемѣняется  также 
въ  томъ  случаѣ,  когда  точка  В внѣ  треугольника;  но  только  для  составленія  треу- 
гольника потребуется  либо  вычитать  одинъ  равнобедренный  треугольникъ  изъ  суммы 
двухъ  другихъ,  либо  наоборотъ  сумму  двухъ  вычитать  изъ  третьяго. 


когда  точка  В внѣ  треугольника;  но  только  для  составленія  треу 


69.  Сферическій  многоугольникъ  можно  составить  изъ  треугольниковъ 
ведемъ  дуги  ко  всѣмъ  остреямъ  отъ  произвольно  взятой  точки  на  сферѣ. 


Еогда 

Послѣ 


такого  замѣчанія  легко  видѣть,  что  величина  многоугольника  зависитъ  отъ  суммы 
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Замѣтимъ,  что  когда  составленъ  треугольникъ  изъ  боковъ  А,  В,  гг  — С съ 
углами  противъ  нихъ  а,Ъ,і т — с,  то  стоитъ  ' только  продолжать  бока  А , В по 
другую  сторону  бока  зт  — С до  встрѣчи  другъ  съ  другомъ,  чтобы  получить  тре- 
угольникъ съ  боками  яг  — А,  зт  — В,  я — С и съ  углами  противъ  нихъ  я — а, 
я — Ъ,я  — с.  Отъ  этого  послѣдняго  треугольника  переходимъ  обратно  къ  тре- 
угольникамъ: или  съ  боками  А,  я — В,  С и съ  углами  противъ  нихъ  а,  я — Ъ,с: 

или  съ  боками  я — А,  В,  С и съ  углами  противъ  нихъ  я — а,Ь,  с. 

♦ 

Полагаемъ  напередъ  С<і  я,  а < і я,  Ъ < і я,  слѣдовательно  с<Сія  (ст.  78). 
Продолжаемъ  а,  с по  другую  сторону  Ъ,  покуда  продолженія  сдѣлаются  і я — а, 
ія — с (чер.  71),  которыхъ  концы  соединяемъ  дугой  В.  Теперь  продолжаемъ 
дуги  Ь,  В по  другую  сторону  ія — с до  взаимной  встрѣчи.  Здѣсь  составится  пря- 
моугольный треугольникъ  съ  гипотенузой  ія  — 6,  катетами  і я — с,  Ія  — В, 
съ  углами  противъ  нихъ  ія  — а,  А.  Въ  этомъ  треугольникѣ  продолжаемъ  бока 
ія  — Ь,  ія  — с по  другую  сторону  бока  ія  — В,  дѣлаемъ  продолженія  Ь,с  и 
соединяемъ  ихъ  концы  дугой  А , которую  ведемъ  далѣе  вмѣстѣ  съ  бокомъ  ія — В 
по  другую  сторону  6,  покуда  встрѣтясь,  составятъ  прямоугольный  треугольникъ 
съ  гипотенузой  В,  катетами  Ь,  ія  — А,  съ  углами  противъ  нихъ  с,  і я — а.  Не 
нужно  принимать  въ  разсужденіе  самое  направленіе,  въ  которомъ  слѣдуютъ  здѣсь 
бока  другъ  за  другомъ,  потому  что  направленіе  перемѣняется  всегда  въ  против- 
ное съ  переходомъ  треугольника  въ  оборотный  (ст.  44). 


290 


291 


Г 

I 


I 


36 


293 


294 


- 298  — 

тивъ  бока  А В,  слѣдовательно  сумма  угловъ  АБ  В В Б С<Ся.  Это  значитъ, 
что  точки  Б, Б находятся  на  противоположныхъ  сторонахъ  линіи  А.С,  которая  съ 
АБ  и съ  СБ  составляетъ  такимъ  образомъ  треугольникъ  АБС,  гдѣ  уголъ  АСБ= 
Б Б С — В С А <СА  БС;  послѣ  чего  бокъ  АБ<ЗА  С (ст.  54).  Теперь  называемъ 
Ь,с,  бока  въ  треугольникѣ  АБ  С противъ  остреевъ  Б,  С.  Бокъ  Ь продолжаемъ  въ 
одну  сторону  черезъ  точку  С,  а на  продолженіи  кладемъ  непрерывно  Ь,  подвигая 
вмѣстѣ  А АВС  по  направленію  отъ  А къ  С,  такъ  что  во  всѣхъ  одинаковыхъ  тре- 
угольникахъ АВС, СВ' С, С’ В" С"...  бока  АС=СС  ,=С'С"...,  также  А В = СВ'= 

Ъ В" .. .;В С =В' С =В" С\. .;  1ѵтВАС=ВСС=В',СС"...-,ВСА=В'СС=В)'С'С.. 

Соединивъ  вершины  всѣхъ  этихъ  треугольниковъ  по  порядку  линіями  ВВ’ ,В' В" 
получимъ  еще  треугольники  ВСВ',В'СВ"..-  гдѣ  при  точкахъ  С, С...,  углы  должны 
быть  менѣе,  нежели  АВС,  если  предположимъ  сумму  трехъ  угловъ  болѣе  гг  въ 
А А Л С.  Тогда  всѣ  бока  В В',  В'  В”...  выдутъ  равны  между  собой  и каждый  <Ъ. 
Означивъ  буквой  а бокъ  В В'  и буквой  п число  такихъ  боковъ,  должны  полу- 
чить (ст  55) 

і 

2 с > п {Ъ  — а), 

і 

что  не  возможно  для  всякаго  цѣлаго  положительнаго  п. 

Отсюда  слѣдуетъ,  что  внѣшній  уголъ  отъ  продолженія  бот  можетъ  бытъ 
или  равенъ,  или  болѣе  суммы  двухъ  угловъ  внутреннихъ  съ  нимъ  не  смѣжныхъ 
въ  треугольникѣ. 

91.  Вели  въ  одномъ  треугольникѣ  сумма  всѣхъ  угловъ  я,  то  во  всякомъ 
другомъ  таже. 

Въ  треугольникѣ  АВС  (чер.  85)  полагаемъ  углы  А,  С острые,  а сумму 
всѣхъ  я.  Изъ  острея  В опускаемъ  перпендикулъ  р къ  боку  А С,  который  раз- 
дѣлится такимъ  образомъ  на  двѣ  части  д,  г,  а самый  треугольникъ  па  два  пря- 
моугольныхъ: одинъ  съ  катетами  р,  д,  гдѣ  сумма  трехъ  угловъ  положимъ  гг — а; 

і 

другой  съ  катетами  р,  г,  гдѣ  пусть  эта  сумма  я — /3.  Въ  данномъ  треугольникѣ 
А В С сумма  всѣхъ  угловъ  должна  быть  я — а — /3  — я,  но  какъ  а,  /3  нельзя 

принимать  отрицательными  числами  (ст.  90),  то  а = о,  /3  = о.  Это  значитъ,  .что 

■ 

въ  томъ  и другомъ  прямоугольномъ  треугольникѣ  сумма  трехъ  угловъ  я,  а сум- 
ма двухъ  острыхъ  4 гг.  Къ  треугольнику  съ  катетами  р,  д приставляя  такойже, 
•гипотенузу  къ  гипотенузѣ,  при  томъ  еще  такъ,  что  бы  равныя  линіи  не  смыка- 
лись, но  были  другъ  противъ  друга,  получимъ  четыреугольникъ  съ  прямыми  угла- 
ми (чер.  86),  который  отъ  этого  называютъ  прямоугольникъ.  Изъ  п такихъ  пря- 
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цендикула  Я К.  Такамъ  образомъ  внѣ  треугольника  АВС  отрѣзки  ЬЕ,  М О 
нерпендикуловъ  Б Е,  Г О будутъ  наклонены  къ  Ь М подъ  острыми  углами  ЕЬН, 
СМИ.  Если  предположимъ  Б Е съ  Р С паралельными,  то  Н К также  съ  ними 
не  встрѣтится,  но  будучи  помѣщена  между  той  и другой,  должна  быть  необходимо 
наралельной.  Дѣйствительно,  когда  бы  возможно  было  провести  другую  паралель- 
ную  изъ  Я къ  ЬЕ  а слѣдовательно  къ  МО  (ст.  99),.  то  НК  встрѣчала  съ  бы 
еъ  одной  изъ  параледьпыхъ  Ь Е,  М О. 

Если  предположимъ  Б Е съ  НК  паралельпыми,  то  надобно  различать  три 
случая:  А В = В ( ■.  Л В •<  В С\  Л В >-  В С.  Въ  первомъ  изъ  нихъ  уголъ  НЬЕ== 
Н МО  слѣдовательно  М С,  также  какъ  Ь Е , иаралельна  съ  И К. 


Въ  случаѣ  А В >•  В С (чер.  112)  нернендикулъ  НК,  въ  серединѣ  къ  А С, 
пересѣкаетъ  А В въ  точкѣ  И,  йотомъ  на  половинѣ  въ  Я'  перпендикулярно  ли- 
нію В В',  которую  находимъ,  проведя  СИВ  черезъ  N и сдѣлавъ  1ѴР'  = КВ. 
Когда  теперь  ставимъ  Б Е,  В ф перпендикулярно  къ  А В,  В'  С въ  серединѣ  къ 
Б,  Р,  то  получимъ  уголъ  Р N К = Б N К,  а слѣдовательно  три  линіи  Б Е,  N К, 
Р ф должны  быть  всѣ  три  паралельны.  Такъ  въ  Д В'  В С два  перпендикула 
Я’  К,  Р ф выходятъ  изъ  середины  боковъ  В В',  В'  С;  третій  нерпендикулъ  Р О 
къ  боку  ВС  въ  серединѣ  Р будетъ  также  паралеленъ  съ  КН',  какъ  скоро  ВВ'<С 
ВС.  Въ  противномъ  случаѣ  положивъ  А В — а,  N В—  Ъ,  находимъ 


39 


ГЛАВА 


318  - 


;>  1 9 


пускать. 


а <С*/3  + / + о 

К«  + У+  9 . 
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4)  Бокъ  и два  при  немъ  угла  (ст.  81)-, 

5)  Бокъ,  при  немъ  одинъ  уголъ  и другой  протгівъ  него  (ст.  87). 

Паралелъныя  линіи  между  боками  въ  углѣ  содержатся  какъ  отрѣзки  бо- 
ковъ (ст.  104). 


вить  знакъ  <»,  выражаясь  къ  тому  съ  такимъ  же  сокращеніемъ 
наковости  треугольниковъ  (ст.  81)- 


40* 


(25) 


334 


339 


■ 


А ж. 


I 

1 


341 


— 342  — 

ку  С.  Во  всѣхъ  этихъ  случаяхъ  изъ  точки  В паралельная  В В’  съ  Б Б'  бу- 
детъ вмѣстѣ  паралельной  къ  С А,  которой  продолженіе  А С за  точку  А дѣлает- 
ся паралельнымъ  съ  перпендикуломъ  Е Е,  поставленнымъ  къ  А Е = а въ  точкѣ 
Е,  взятой  отъ  острея  А на  самомъ  боку  с,  либо  на  продолженіи,  смотря  по 
тому,  будетъ  ли  а отрицательная,  или  положительная  линія.  Нерпендикулъ  Е Е 
тоже  паралеленъ  съ  В В ' (ст.  99),  слѣдовательно  разность  угловъ  С В В’  = 
П(а  — у),  А В В'  = П [с  + а)  даетъ 

П (/?)  = П (а  — у) — П(с-(-а)  (54) 

уравненіе,  гдѣ  заключаются  прежнія  (47),  (48),  (51),  какъ  частный  случай,  когда 
полагаемъ  П [у)  — \ я вмѣстѣ  съ  у — о,  или  П (а)  = } гг  вмѣстѣ  съ  а — о, 
или  наконецъ  П (/})  — ія  вмѣстѣ  съ  /?  = о. 

136.  Въ  прямоугольномъ  треугольникѣ  АВС  (чер.  129)  называемъ  с ги- 
потенузу, а,  Ъ катеты,  П (а),  33  (/в)  противъ  нихъ  углы.  Изъ  острея  А въ  углѣ 
П (а)  ставимъ  къ  плоскости  треугольника  нерпендикулъ  А А’,  къ  нему  ведемъ 
изъ  двухъ  другихъ  остреевъ  В, С ааралельныя  ВВ\СС • потомъ  изъ  трехъ  линій 
А А',  В В',  С С черезъ  каждыя  двѣ  воображаемъ  плоскости.  Между  ними  двѣ, 
перпендикулярны  къ  плоскости  треугольника,  пересѣкаясь  въ  А А!  (ст.  59)  про- 
ходятъ черезъ  Ь , с,  будучи  наклонены  другъ  къ  другу  подъ  угломъ  П (а) 
[ст.  43].  Вокъ  а перпендикулярный  къ  Ь,  долженъ  быть  перпендикуломъ  къ  плос- 
кости А1  АС  С,  гдѣ  лежатъ  линіи  6 , А А’,  С С’  [ст.  59]  слѣдовательно  будетъ 
также  перпендикуломъ  къ  линіи  С О [ст.  56].  Такимъ  образомъ  уголъ  двухъ 
плоскостей,  которыя  пересѣкаясь  въ  С С проходятъ  черезъ  а,  Ь,  дѣлается  пря- 
мой. Теперь  зная  два  плоскостныхъ  угла  П (а),  % я,  находимъ  третій  і я — П(а) 
между  плоскостями,  гдѣ  лежатъ  линіи  а,  с съ  ихъ  обще®  В В'  [ст.  100].  Да- 
лѣе линейный  уголъ  А С С"  — П (6),  а перпендикулярность  В С къ  А С,  С С\ 

дѣлаетъ  его  равнымъ  углу  двухъ  плоскостей , которыя  пересѣкаясь  въ  В С\ 
проходятъ  чрезъ  А В,  В В'.  Итакъ  три  линіи  В А,  В В',  ВС  пересѣкаютъ 
сферу  вокругъ  В въ  трехъ  точкахъ,  которыя  будутъ  остреями  прямоугольнаго 
сферическаго  треугольника  А В'  С (чер.  180),  гдѣ  гипотенуза  СВ'  = И{а), 
катеты  С А = П ( 8),  В'  А = П (с),  протоивъ  нихъ  углы  і я — П (а),  II  {Ь). 
Полагая  \ я — П (а)  — П (а1),  і я — П (Ъ)  ==  П (6Г),  должны  заключать  отсюда^ 
что  какъ  данный  прямолинейный  прямоугольный  треугольникъ  производитъ  сфери- 
ческій АВ  С,  такъ  обратно  съ  этимъ  сферискимъ  должненъ  существовать  прямо- 
линейный прямоугольны®  треугольникъ  (чер,  131),  гдѣ  гипотенуза  /?,  катеты  а, а'  съ 
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вычисленіяхъ  зае  принимать  основаніе  неперовыхъ  логариѳмовъ,  оставляя  произ- 
вольной или  неизвѣстной  ту  линію,  въ  содержаніи  къ  которой  х выражается 
числомъ. 


(1)  Ехрозшоп  зиссіпсіе  йе  Іа  Сёотеігіе  еіс., 
но  которое  не  напечатано.  Также  въ  статьяхъ 

1829,  1830  годы). 


ГЛАВА  XI. 

ЗАВИСИМОСТЬ  УГЛОВЪ  И БОКОВЪ  ТРЕУГОЛЬНИКА. 

138.  Равенство  тѣхъ  частей,  которыя  производятъ  одинаковость  треугольни- 
ковъ, предпогаетъ  зависимость  съ  ними  трехъ  остальныхъ.  Итакъ  должны  су- 
ществовать уравненія  для  частей  треугольника,  взятыхъ  изъ  шести  по  четыре, 
кромѣ  трехъ  угловъ,  когда  разсуждаемъ  о прямолинейныхъ  треугольникахъ  въ 
Употребительной  Геометріи  (ет.  92).  Такимъ  образомъ  уравненія  могутъ  заклю- 
чать въ  себѣ  части,  какъ  сферическаго,  такъ  и прямолинейнаго  треугольника  въ 
Воображаемой  Геометріи: 

♦ 

1)  Три  бот  съ  однимъ  угломъ. 

2)  Два  бока  ' съ  двумя  противъ  нихъ  углами. 

ъ 

3)  Два  бока  съ  угломъ  между  ними,  да  съ  угломъ  прогнивъ  одного  изъ  нихъ. 

1 

4)  Три  угла  съ  однимъ  бокомъ. 

Въ  Употребительной  Геометріи  входятъ  тѣже  Случаи,  кромѣ  послѣдняго  для 
прямолинейныхъ  треугольниковъ. 

Если  называемъ,  какъ  и вездѣ  въ  этой  главѣ  будемъ  разумѣть,  а,  Ь,  с бока, 
А, , В,  С противъ  нихъ  углы  треугольника,  то  всѣ  сказанные  случаи  должны  при- 
водить къ  уравненіямъ,  гдѣ  бы  заключались: 

1)  а,  Ъ,  с,  А 

2)  а,  Ъ,  А,  В 

3)  а,  Ь,  А,  С 

4)  а,  А,  В , С. 
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Уравненіе,  которое  принимаетъ  видъ 

С08.  А 8ІИ.  Ь 8ІП.  С СОЗ.  Ь СОВ.  с = соз.  а (103) 

какъ  было  найдено  выше  [ур.  (99)].  Остается  разсмотрѣть  случаи,  когда  а,  Ъ.  с, 
А неудовлетворяютъ  условіямъ  а<я,  Ъ < \ я,  с <.  і я А •<  я.  Замѣтимъ  еще,  что 
А = я повѣряетъ  уравненіе,  потому  что  съ  втимъ  вмѣстѣ  а = я,  Ъ -)-  с — гг. 

Пусть  Ь = у я,  по  с < г гг,  слѣдовательно  надобно  доказывать 

* 

соз.  А зіп.  с — соз.  а.  (104) 

Продолженіе  бока  с за  точку  Б (чер.  138)  дѣлаемъ  равнымъ  }я  — с,  потомъ  ко- 
нецъ этого  продолженія  соединяемъ  дугой  съ.  остреемъ  угла  С.  Такъ  составится 
прямоугольной  треугольникъ,  гдѣ  гипотенуза  а,  катеты  А,  — с,  углы  противъ 

нихъ  я — Б,  і я — С. 
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соі.  П (а)  = у — 1.  зіп.  а. 


» 


* 


I 
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46 


и слѣдовательно 


46* 


4 


Послѣ  чего 


1о§.  Ъ = 0,8333671 
— 1о$.  а = 976326907 
Іод.  8Ш.  А = 9,5338996 

І08Г-  8іп.  В = 9, 9999574 

5 = 89“  11'  50" 


1о§.  8 со  = 

= 3,60206 

— 1о§.  М = 

= 0,36223 

У,  9 642  9 

6,98214 

1о§.  іап&.  5 = 

= 1,85350 

'щ.  іав^.  х = 

= 8^83564 

х = 

= 3°  55' 5" 

= 

= 1°  57'  33 

Іод.  і/—  = 

® V М 

= 6^98214 

1о§-  Ш§.  іх  = 

= 8^53412 

— І0§.  8ІП.  1 " = 

= 5,31443 

Іое.  А 5 = 

= 0,83069 

Д5  = 6",  77. 


47 


ЛВ=  161",  1.С08.Х 
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386 


находимъ 


4 


1о§.  $С)  = 

А 

= 2,87506 

— 1о§.  (Ж 8ІП.  1 ")  = 

= 5,67665 

,1о§.  зіп.  2 3 = 

= 8,44617 

- 

6^99788 

•*  - 

V 

= 1о^.  (0,00099) 

1о§.  зіп.  2 В = 

= 8,44617 

1о&.  зіп.  (2  Л + 2 а)  = 

= 9,80800 

1о§.  А а = 

= 5,69897 

— 1о§.  4 = 

= 9,39794 

— 1о§.  зіп.  а = 

= 4,44817 

— 1о§.  зіп.  (2  А Ч-  а)  = 

= 0,19205 

’ 

/ •-  = 

А 5 = 

, 7,99130 

0 

= 1о§.  (0, 0098) 
= 0",  01. 

*• 


или 


Напримѣръ 


А какъ  синусу  принадлежитъ  два  угла,  которыхъ  сумма  тг,  то  рѣшеніе  дае 


49* 


398 


399 


400 


402 


і 


403 


4 


1о§.  а = 

= 0,3758355 

ІО§.  С08.  $0  = 

= 8,9728887 

Іод.  СОІ  г № = 

= 0,5947595 

1о§.  (с  — Ъ)  = 

= 9,9434747 

с — Ь = 

= 0,87796 

с = 

= 5,93549. 

Точность  вычисленія  для  перваго  значенія  с [ур.  (139)] 


І0§.  С05.  Гр  = 

- 9,94377 

О* 

• 

со 

11 

= 0,47712 

0,42089 

г 

= 1о§.  (2,635) 

І0§ . С08.  і ц>  = 

= 9,98640 

2 І0§.  СОЗ.  $гр  = 

= 9,97280 

— 2 1о§.  СОЗ.  Гр  = 

= 2,05422 

1о§.  10  = 

= 1,00000 

ч 

3,02702 

— 

= 1о§.  (1064,2) 

1о§.  (1065,8)  = 

= 3,02768 

ІО&.  с = 

= 8,75897 

— 1о§.  М = 

= 0,36222 

1о§.  со  = 

= 2,69897 

4,84284 

= 1о§.  (0,000006963) 

А 

= 0,000007. 

50 


405 


50* 


409 


413 


417 


419 


52 


420 


» 


должно  быть  вѣрнымъ.  Означая  Ю,  Р.  Р,  Ѳ,  Н разности,  которыя  въ  таблицахъ 


отвѣчаютъ  лагарпѳмамъ  отъ 


Ошибка  Е'ь  с 


427 


53 


«ог-з 

с 


сог-а 

О 


слг~ъ 

с 


Сг,г~  а 
с 


Сг+ , (т  + 1)  = Сг+І  (т)  -4-  0Г  (а  + т + 1)  — Сг(т  — а) 

)» 

Сг+ , (—  м)  = Сг+1  (—т  — 1)  + Сг  (а  — т ) — Сг(—  т — а — 1) 

= Сг+І  ( — ш — 1)  -)-  Сг  {ш  — й)  — 0Г  (ш  — |-  й — }-  1) 
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быть  4"  у а, 


437 


гдѣ  цѣлое  А растетъ  отъ  л=о,  покуда  г — г х — 2А  положительное  число.  Такъ 
для  г = 10,  х >•  0,8  дѣлается 


4 


(4  — 5 ж)10 
181440 


(4  — 5 а?)10 

181440 


Отсюда 


443 


55* 
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а = 

= 0,00714 

Ь = 

= 6,81345 

С = 

= 70°  0'  26",  28. 

1о§.  1 = 

= 7,0203311 

ІО&.  8ІП.  С = 

= 9,9730059 

1о§.  (|  8ІП.  С)  = 

= 6,9933370 

~ 8Ш.  С = 

ь 

= 0,000984775 

✓ 


Находимъ 


9 


448 


Если  же  въ  строкѣ  (180)  нельзя  довольствоваться  первымъ  только  членомъ,  такъ 
ошибка  въ  каждомъ 


1П4-1 


* 


Г .1  ж 


451 


1о§.  сов.  с = 9,4214323 

с = 74°  41'  55",  16. 

Точность  вычисленія 

1о§.  3 со  = 3,17609 
Іо§.  соі  с — 9,43707 
— Іое.  (М  8іп.  Г)  = 5,67665 
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ІО".  6 со  = 

= 3,47712 

— 1о§.  М = 

= 0,36223 

, 6 03 

І»8-  м = 

= 3,83935 

= 6,91967 

ІО".  8ІП.  1 " = 

= 5,31443 

ІО".  Д с = 

= 2,23410 

’Ас  = 

= 171",  43 

— 

= 2'  51",  43. 

173.  Если  бока  «,  Ъ весьма  малы  или  близки  къ  я,  то  рѣшеніе  передъ 


— 454  — 


— ІОд.  у 13  : 

= 9,4430285 

Іод.  С08-  г;  : 

= 9,9201497 

= 33°  41' 24". 

15 

яЧ  = 

= 16°  50'  42", 

07 

Іод.  зіп.  1 г}  = 

= 9~4620743 

2 Іод.  зіп.  з ч = 

= 879241486 

Іод.  у'  13  = 

= 0,5569715 

Іод.  соз.  д = 

= 974811201 

г - 

Ъ - 

- 72°  22'  32", 

88. 

Такъ  что  всякій  разъ,  когда  по  величинѣ  зіп.  а < зіп.  послѣднее  рѣшеніе  долж- 
но предпочитать,  а первымъ  пользоваться  какъ  способомъ  приближенія. 

Беремъ  для  примѣра 

а =175°  20'  15",  24 
Ъ=  10е  15'  20",  16. 

Находимъ 

Іод.  соз.  а = 9,9985605.  п 
Іод.  соз.  Ъ = 9,9930053 

I 

Іод.  соз.  с = 9,9915658.  п 

с = 168°  44'  40",  48. 

Точность  вычисленія  _ 

Іод.  3 со  = 3,17609 
Іод.  соѣ  с = 0,70112 

— Іод.  (Ж  зіп.  1")  = 5,67665 

Іод.  Ас  — 9,55386 

4 * 

' Дс  = 0", 358. 

I 

Разсматривая  такое  значеніе  с какъ  приближенное  и полагая  въ  немъ  поправку  сГ, 

— 89°  30'  0",  32 
Нс  - Ь)  = 79°  14'  40",  16 


Пусть 


а = 51е  12' 35",  27 
6=65°  5' 13",  12. 


- 46.2 


^ I ♦ 


Точность  вычисленія 


466 


Полагаемъ  теперь 


< 


476 


477 


196.  Даны  а , Ъ,  при  томъ  Ъ весьма  близко  къ  і я;  найти  В. 

* 

Примѣняя  сюда  уравненіе  (177),  находимъ 

В — і я — 2 Е 8Іп.  (2  п -{-  1)  а.  іапд.  (і  я — } 6)ал+І 

п-а  ЛП-\-  I 


59* 


478 


Это  значитъ 


27Х-ЬІ 


а = 10°  15'  20",  16 
Ь = 89°  45'  26',  16. 


1о§.  2 = 0,3010300 
1о§.  іап§.  (1  гг  — з Ь)  = 7,3259774 

1о§.  зіи.  а = 9,2505169 
— 1о§-  віп.  1"  = 5,3144251 


Точность 


1о§.  віп.  а = 9,25052 

. 1о§-  (}л  — 1Ь)  = 7,32598 

— 1о$.  (М  8Іп.  1")  = 5,67665 

!■■■■!■  ■шіцммііоівч 


І0§.  ЛВ=  5,85421 


60 


и относитса  только  къ  величинѣ  зіп.  А,  соі  с. 


Напримѣръ 


Н&ход  имъ 


Точность  вычисленія 


с — 

г 74’  41'  55", 

12 

А = 

= 53*  54'  35", 

* 

38. 

1о§.  Іап".  с = 

= 0,5628926 

* 

1о§.  соз.  А = 

:~9, 7701 579 

1о§.  іапд.  Ь = 

= 0,3330505 

6 = 

= 65°  5'  13",  05 

І0&.  8ІП.  Ь = 

= 9,9575825 

1о§.  1ап§.  А = 

= 0,1373024 

1о& . 1ап$.  а - 

= 0,0948849 

а = 

= 51°  12'  35", 

% 

27. 

2 1о§.  соз.  Ь : 

= 9,2490 

4 

С08.  Ь * : 

= 0Д7742 

1о§.  а СО  : 

="2,87506 

♦ 

І0§.  8ІП . 2 Я = 

ф 

= 9,98972 

І0§.  (1  + С08.  6а)  = 

= 0,07092 

— І0§.  (Ж  8ІП.  1")  = 

= 5,67665 

1о§.  А а ■ 

= 8,61235 

А а = 

= 0",0409. 

202.  Даются  с,  А;  найти  Ь. 

Этой  задачи  рѣшеніе  встрѣтилось  уже  выше  (ст.  201).  Уравненіе 


Іап§.  Ь = соз.  А іап§.  с 

служитъ  къ  вычисленію  Ь,  съ  точностію 


60* 


Беремъ  тотъ  же  примѣръ 


Точность  вычисленія 


с = 

= 74°  41' 55* 

, 12 

А = 

= 53°  54'  35“ 

38. 

1о$.  іапд.  с = 

= 0,5628926 

Іод.  соз.  А = 

= 9/7701579 

1о§.  1ан§.  Ь = 

= 0,3330405 

5 = 

= 65“  5'  13', 

05. 

1о§.  § со  = 

= 2^87506 

1о§.  зіп.  2 5 = 

= 9,88303 

1о§.  {М  зіп.  І*')  = 

= 5,67665 

Іод.  Д Ь - 

= 8,43474 

АЬ  = 

= 0",  0272. 

203.  Даются  с,  А;  найти  Б, 

Изъ  уравненія  (95)  получимъ  для  рѣшенія 


съ  точностію  вычисленія 

* 


Вычисляемъ 


Точность 


№ 3. 


па  'иисс  Тс 


ѵрт 


№4. 


Новыя  Начала,  шлитріси. 


№ 5. 


Новыя-  Нахала  Ген. имш іа 


N9  6. 


Ноіъѵѵ  Иагси-сь  Гелиетріп 


V 


* 


Понятія,  на  которыхъ  основываютъ  начала  геометріи,  недостаточны-  чтобъ 
отсюда  вывести  доказательство  теоремы:  сумма  трехъ  угловъ  прямолинейнаго 
треугольника  равна  двумъ  прямымъ;  теорема,  въ  справедливости  которой  никто 
до  сихъ  поръ  не  сомнѣвался,  потому  что  не  встрѣчаютъ  никакого  противорѣ- 
чія въ  заключеніяхъ,  которыя  отсюда  выводятся,  и потому  что  измѣреніе  угловъ 
въ  прямолинейныхъ  треугольникахъ  согласуется  въ  предѣлахъ  ошибокъ  самыхъ 
точныхъ  измѣреній  съ  этой  теоремой.  Недостаточность  начальныхъ  понятій  для 


доказательства  приведенной  теоремы  принудила  геометровъ  допускать  прямо  или 
косвенно  вспомогательныя  положенія,  которыя,  какъ  ни  просты  кажутся,  тѣмъ 
не  менѣе  произвольны  и слѣдовательно  допущены  быть  не  могутъ.  Такъ  напр 
принимаютъ:  что  кругъ  съ  безконечно  великимъ  полупоперечникомъ  переходитъ 

въ  прямую  Ливію,  а сфера  съ  безконечно  великимъ  полупоперечникомъ  въ  пло- 
скость; что  углы  прямолинейнаго  треугольника  зависятъ  только  отъ  содержанія 
боковъ,  но  не  отъ  самыхъ  боковъ,  или  наконедъ,  какъ  это  обыкновенно  прини- 
маютъ въ  началахъ  геометріи,  что  изъ  данной  точки  въ  плоскости  не  можно  про- 
вести болѣе  одной  прямой  параллельной  еь  данной  прямою  въ  той  же  плоскости, 
тогда  какъ  всѣ  другія  прямыя,  проведенныя  изъ  гойже  точки  и въ  тойже  пло- 
скости должны  необходимо  по  достаточномъ  продолженіи  пересѣкать  данную  пря- 
мую. Подъ  линіею  параллельной  другой,  разумѣютъ  прямую  линію,  которая 


сколько  бы  не  продолжалась  въ  обѣ  стороны,  никогда  не  встрѣчаетъ  ту, 


съ  ко- 


торой она  параллельна.  Это  опредѣленіе  само  по  себѣ  недостаточно,  потому  что 

оно  не  указываетъ  на  единственную  линію.  Тоже  можно  сказать  о большой  ча- 
сти опредѣленій,  даваемыхъ  въ  началахъ  геометріи,  потому  что  эти  опредѣленія, 


не  только  не  указываютъ  на  происхожденіе  геометрической  величины,  которую 


могутъ:  Такимъ  образомъ  опредѣляютъ  прямую  линію  и плоскость  нѣкоторыми 
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ихъ  свойствами;  говорятъ,  что  прямыя  линіи  суть  тѣ,  которыя  сливаются,  какъ 


скоро  у нихъ  двѣ  общія  точки;  что  плоскость  есть  такого  рода  поверхность,  въ 
которой  прямая  линія  лежитъ  вся,  какъ  скоро  проведена  чрезъ  двѣ  точки,  взя- 
тыя на  плоскости.  Вмѣсто  того,  чтобы  начинать  геометрію  прямой  линіею  и пло- 
скостью, какъ  это  дѣлаютъ  обыкновенно,  я предпочелъ  начать  сферой  и кругомъ, 

которыхъ  опредѣленіе  не  подлежитъ  упреку  въ  неполнотѣ,  потому  что  въ  этихъ 
опредѣленіяхъ  заключается  способъ,  какимъ  образомъ  эти  величины  происходятъ 


Потомъ  я опредѣляю 


плоскость 


какъ  поверхность,  гдѣ  пересѣкаются 


равныя 


сферы 


7 


описанныя  около  двухъ  постоянныхъ  точекъ.  Наконецъ  опредѣляю  прямую 


линію,  какъ  пересѣченіе  равныхъ  круговъ  въ  плоскости,  описанныхъ  около  двухъ 
постоянныхъ  точекъ  той  же  плоскости.  Допустивъ  такія  опредѣленія,  вся  теорія 
прямыхъ  и плоскостей  перпендикулярныхъ  можетъ  быть  изложена  строго  съ  лег- 


костью и краткостью.  Прямую  проведенную  изъ  данной  точки  въ  плоскости 


7 


Л 
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прямымъ  угламъ— это  предположеніе  составляетъ  обыкновенную  геометрію — или 

во  всякомъ  прямолинейномъ  треугольникѣ  эта  сумма  менѣе  двухъ  прямыхъ,  и это 
послѣднее  предположеніе  служитъ  основаніемъ  особой  геометріи,  которой  я далъ 

названіе  воображаемой  геометріи,  но  которую  можетъ  быть  приличнѣе  назвать 

пангеометріей,  потому  что  это  названіе  означаетъ  геометрію  въ  обширномъ  видѣ, 
гдѣ  обыкновенная  геометрія  будетъ  частный  случай. 


отъ  длины  перпендикула  р.  Въ  обыкновенной  геометріи  Щр )=Ч  для  всякаго  р. 
Въ  пангеометріи  углу  Щр)  принадлежатъ  всѣ  значенія  отъ  о,  которому  соотвѣт- 
ствуетъ р — со,  до  Ч которому  соотвѣтствуетъ  р — о.  (Сгеотеіг.  Цпіегв.  § 23). 
Чтобы  функціи  11{р ) дать  аналитическое  значеніе  болѣе  общее,  я принимаю, 


что  для  отрицательныхъ  р,  случай,  на  который  первое  опредѣленіе  не  распро- 
страняется, значеніе  этой  функціи  дается  уравненіемъ:  Л (р)  П ( — р)  = я. 


наго  круга,  и котораго,  одна  изъ  сторонъ  совпадаетъ  съ  осью,  пусть  наконецъ 
а линія,  которая  дастъ  П{а)  = А и кладемъ  на  другой  бокъ  угла  А отъ  вер- 
шины прямую  2 а,  конецъ  этой  прямой  будетъ  лежать  на  предѣльномъ  кругѣ; 
чтобы  продолжить  предѣльный  кругъ  по  другую  сторону  оеи,  надобно  повторить 
тоже  построеніе  на  этой  сторонѣ  оси.  Отсюда  видно,  что  всѣ  прямыя,  парал- 
лельныя съ  осью  предѣльнаго  круга,  могутъ  равно  почитаться  за  оси  предѣль- 


наго круга. 
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вательно  будетъ  граница  приближенія  для  сферы  съ  возрастаніемъ  нолунопереч- 
никовъ  до  безконечности. 

Мы  назовемъ  ось  обращенія,  а слѣдовательно  и всѣ  линіи  параллельныя 
съ  осью  обращенія,  осью  предѣльной  сферы,  а поперечной  плоскостію  будемъ 
называть  плоскость,  въ  которой  лежитъ  одна  или  нѣсколько  осей  обращенія.  Пе- 
ресѣченіе предѣльной  сферы  съ  поперечной  плоскостью  даетъ  предѣльный  кругъ. 
Часть  поверхности  на  предѣльной  сферѣ,  ограниченная  тремя  дугами  предѣль- 
наго круга,  называется  предѣльнымъ  сферическимъ  треугольникомъ,  дуги  пре- 
дѣльнаго круга  будутъ  называться  боками  предѣльнаго  сферическаго  треуголь- 
ника, а плоскостные  углы  между  плоскостей,  гдѣ  лежатъ  дуги  предѣльнаго  кру- 
га, будутъ  называться  углами  предѣльнаго  сферическаго  треугольника. 

Двѣ  прямыя  параллельныя  третьей  параллельны  между  собою  (веотеѣг. 
ІМегз.  § 25).  Отсюда  слѣдуетъ,  что  всѣ  оси  предѣльнаго  круга  и предѣльной 
сферы  параллельны  между  собою. 

Если  три  плоскости  пересѣкаются  по  двѣ  въ  трехъ  параллельныхъ  пря- 
мыхъ, и если  каждая  плоскость  ограничена  между  двухъ  параллельныхъ,  то  сум- 
ма трехъ  плоскостныхъ  угловъ,  которые  эти  плоскости  составляютъ  по  порядку 
одна  съ  другой,  равна  двумъ  прямымъ  угламъ.  (Сгеотеіг.  ІГпіегз.  § 28). 

Изъ  этаго  предложенія  слѣдуетъ,  что  сумма  трехъ  угловъ  въ  предѣльномъ 
сферическомъ  треугольникѣ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ,  и что  всё  то,  что  въ 
обыкновенной  геометріи  доказываютъ  о содержаніи  боковъ  прямолинейнаго  тре- 
угольника, можетъ  быть  повторено  и доказано  въ  Бангеометріи  для  боковъ  пре- 
дѣльнаго сферическаго  треугольника,  стоитъ  только  замѣнить  параллельныя  пря- 
мыя съ  однимъ  изъ  боковъ  треугольника,  дугами  предѣльнаго  круга,  проведен- 
ными чрезъ  точки  на  одномъ  изъ  боковъ  предѣльнаго  сферическаго  треуголь- 
ника подъ  однимъ  угломъ  съ  этимъ  бокомъ.  Такъ  напр.  если  р,  г,  бока  пре- 

7Г 

дѣльнаго  сферическаго  прямоугольнаго  треугольника  и Р,  О,  — углы  противъ  этихъ 

* 

боковъ,  то  надобно  принимать  также  какъ  для  прямоугольнаго  прямолинейнаго 
треугольника  въ  обыкновенной  геометріи  слѣдующія  уравненія. 

р = Г &ІП-  Р ==  Г С08.  О 
Ц =■  Г С08.  Р —Г  8ІП  О 

ш 

Р +<?  = ?.' 

♦ 

Въ  обыкновенной  геометріи  доказываютъ,  что  разстояніе  двухъ  параллель- 
ныхъ прямыхъ  вездѣ  одинаково,  въ  Пангеометріи  напротивъ,  разстояніе  р то- 


Это  требуетъ,  чтобы  для  всякой  линіи  х 

5'  = 5 Е— 

гдѣ  Е представляетъ  число  равное  содержанія  5 къ  5'  когда  х = 1. 


/I 

Другъ  отъ  друга,  оставаясь  параллельными.  Число  Е,  которое  необходимо  болѣе 


I 


* 
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Представляемъ  себѣ  пернендикулъ  а къ  оси  предѣльнаго  круга  въ  вершинѣ 
этой  оси.  Чрезъ  вершину  верпендикула  а ведемъ  прямую,  параллельную  съ  осью 
на  сторонѣ  параллельности.  Означаемъ  /(а)  часть  этой  параллельной  между  вер- 
шиною перпендикула  и дугою,  означаемъ  В (а)  длину  дуги  предѣльнаго  круга, 
отрѣзанную  параллельной  линіей  къ  вершинѣ  предѣльнаго  круга.  Въ  обыкно- 
венной геометріи  Ь ю)  = а;  { (а)  = о для  всякой  линіи  а. 

Возставляемъ  перпендивулъ  А А'  къ  плоскости  прямолинейнаго  и прямо- 
угольнаго треугольника,  котораго  бока  назвали  а,Ь,с  и пусть  перпевдикулъ  АЛ' 
проходитъ  чрезъ  вершину  угла  А.  Проводимъ  чрезъ  этотъ  перпевдикулъ  двѣ 

плоскости:  одну,  которую  назовемъ  первой  чрезъ  бокъ  6,  а другую,  которую  на- 
зовемъ второй  плоскостію  чрезъ  бокъ  с. 


Ведемъ  во  второй  плоскости  чрезъ  вершину  В угла  11  (/?)  прямую  В В ’ , па- 
раллельную съ  АА'.  Третью  плоскость  ведемъ  чрезъ  ВВ'  и чрезъ  сторону  а тре- 
угольника. 


Эта  третья  плоскость  пересѣчетъ  плоскость  первую  въ  прямой  СО,  парал- 
лельной съ  АА'.  Воображаемъ  теперь  сферу,  описанную  около  точки  В какъ 

центра  произвольнымъ  полуноперечникомъ  менѣе  чѣмъ  а.  Эта  сфера  пересѣчетъ 
слѣдовательно  стороны  а,  с треугольника  и прямую  ВВ'  въ  трехъ  точкахъ,  ко- 
торыя означимъ:  1-ю  п.  2-ю  т.  3-ю  к.  Дуги  большаго  круга,  которыя  происхо- 
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перемѣняя  здѣсь  а на  Ъ',  /?  на  с и оставляя  а безъ  перемѣны,  какъ  это  дозво- 
ляется послѣ  того,  что  было  доказано  .выше  получимъ 


или  такъ  какъ 
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наконецъ  если 


500 


8ІП.  а 8ІП.  ѣ = 8ІП.  Ъ 8ІП.  А. 


(6) 


501 


62* 
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в,с+ь, 


яг 


никовъ  даетъ.1 


Исключая  іаи§.  и (р)  изъ  двухъ  послѣднихъ  уравненій  снова  находимъ 
уравненіе  (13).  Примѣненіе  уравненій  (10)  п (11)  къ  первому  изъ  двухъ  тре- 
угольниковъ даетъ: 


63 


Между  тѣмъ  уравненіе  (13)  даетъ: 


сов*  II  (с) 


“Г 


віп.М 


8ІП.  2 С 


іа.п  е*1І  (а). 


Если  мы  въ  предпослѣднее  уравненіе  вставимъ  вмѣсто 


ніе  изъ  послѣдняго  уравненія,  то  получимъ: 


СОЗ.  ІП  (с) 


его  значе 


8ІП.2-4 


соз.2#  (а)  -{-  — — 579  зіп.2#  (а) 

зт.  С 


СОЗ 


СОЗ.  А СОЗ.  В 


соз.  А 


соз.  В соз 


2 


ПОТОМЪ: 


зіп. 2 II  (а)  I 


зіп.5-4 
зіп*  С 


зіп.*  В (зіп. 


7 


1 


зіп. 2 А) 


(соз.  А соз.  В соз.  С) 


2 


Раздѣляя  это  уравненіе  на  зіп.2  С — зіп.2л  и извлекая  корень  квадратный, 


находимъ: 


зіп.  П (а) 


зіп.  В зіп. 


соз.  А соз.  В соз.  С 


безъ  обоюдности  въ  знакахъ,  потому  что  члены  послѣдняго  уравненія  оба  поло 


л 


жительны.  Дѣйствительно  П(а)<. — ; В <С  л 


откуда 


слѣдуетъ 


5 


ЧТО 


синусы  этихъ  угловъ  положительны,  потомъ: 


даетъ: 


63* 
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въ  этомъ  уравненіи  мы  можемъ  вставить  вмѣсто  зіп.  II (с),  его  значеніе, 
изъ  уравненія  (16),  получимъ: 


взятое 


Съ  этими  уравненіями  Пангеометрія  иереходитъ  въ  Аналитику  и такимъ 
образомъ  составляетъ  особенную  полную  геометрическую  теорію;  уравненія  (19) 

служатъ  для  представленія  кривыхъ  линій  уравненіями  между  координатами  ихъ 


точекъ,  для  вычисленія  длины  и площадей  кривыхъ,  поверхности  и ооъема  тѣлъ, 

1829 


какъ  я показалъ 


это 


въ  ученыхъ  запискахъ  Казанскаго  Университета  за 


годъ  (’)- 


4 

Г 


(*)  Смотри  стр.  23  до  46. 


ь 
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Послѣ  чего 


64 


516 


* 


Вставляемъ 


его  значеніе,  мы  находимъ 


Если  прямая  параллельна  съ  осью  ж,  то  Ь = И(а)  и уравненіе  (23)  при- 
метъ видъ: 

ГТ/  соз  Д(а)  соз.  П (л) 

С08.  Л (Уі  =— тт7~\  — I ТП~> 

8іп.  II  (ж)  1ап§.  Д ( х ) 

или 

соз.  П (у)  — соз.  П(а)  е~в.  (24) 


Если  называемъ  5, 8 длину  двухъ  дугъ  предѣльнаго  круга,  заключенныхъ 
между  осью  х и прямой  съ  ней  параллельной  и при  томъ,  изъ  которыхъ  дугъ 
первая  8,  касательная  къ  а въ  основаніи,  а вторая  касательная  къ  у въ  основа- 
ніи, то  получимъ  согласно  съ  тѣмъ,  что  было  доказано: 
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если  сюда  поставимъ,  вмѣсто  со&.ЩЬ)  віп.ІІ  (I),  ихъ  значенія,  то  уравненія  сдѣ- 
лается: 

сов.  Д (у)  8Ш.  Л (х)  — соз.  П(а)  і/  1 — іт§*Л  (а)  соі^.3/.. 


Послѣ  того,  что  до  сихъ  норъ  найдено,  можемъ  рѣшить  задачу:  опредѣлить 
разстояніе  двухъ  точекъ,  которыхъ  положеніе  въ  плоскости  дано  помощію  ихъ 
прямоугольныхъ  координатъ:  н х',  у'.  Положимъ  для  сокращенія 

= х — х;  Д у = у'  — 

Опускаемъ  изъ  вершины  у пернендикулъ  къ  у'  и означаемъ  длину  этаго 
перпендикула  д,  тогда  какъ  у,  означаетъ  часть  у'  между  осью  х-овъ  и перпен- 
дикуломъ  у. 

Согласно  съ  уравненіемъ  (25)  будетъ: 

С08.  Л {у  у)  = С08.  Л (у)  8ІН-  Л (Д  х) 
соз.  П (д)  = соз.  Л (Д  х ) 8іп.  П (у,!. 

Помощію  этихъ  уравненій  опредѣливъ  значенія  у у и искомое  разстояніе 
двухъ  точекъ,  которое  означаемъ  г,  будетъ  дано  слѣдующимъ  уравненіемъ,  ко- 
торое выводится  изъ  уравненія  (11). 
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Интегрируя  въ  отношеніи  х отъ  х — о находимъ 


5 


е 


-IX 


или  иначе 


5 


соѣе.  П (у) 


какъ  это  было  найдено  выше 


а до  уголъ,  который  это  разстояніе  г дѣлаетъ  съ  осью  х-овъ  положительныхъ, 


522 


525 


гдѣ  а величина  постоянная. 


65* 


534 


нить  линіи 


или 


535 


539 


если  й,  Ь , с такъ  малы, 


541 


потомъ 


542 


543 


это  уравненіе  даетъ: 


Пере  мѣняемъ  это  уравненіе,  полагая  въ  немъ  еа  со1%.  і у 


е*;  получимъ: 


545 


Умножая  наконецъ  на 


5 и 


интегрируя  отъ  % 


о получимъ: 


з 


Р 


\йхй  у)  8 зіп.  II (у) 


е 


—)“  в 


%х 


+ 4 
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Если  предпослѣднее  изъ  этихъ  выраженій  умножаемъ  на  й ж.  Ли  и потомъ 


интегрируемъ  сначала  въ  отношеніи  къ  г отъ  % 


о до  значенія 


взятое 


вненія  зіп.  П (г)  = зіп.  Д ( х ) зіп.  Д (з)  апотомъ  въ  отношеніи  къ  ж отъ  ж 


зъ  ура 

о до 


ж 


г и если  уможаемъ  выводимъ  на  8,  что  бы  получить  объемъ  цѣлаго  шара 
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то  находимъ  объемъ  цѣлаго  шара 
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зГ 


4 г 
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что  для  г очень  ма 


лаго  даетъ 
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какъ  въ  обыкновенной  геометріи 


Чтобы  элементъ  объема  выразить  въ  полярныхъ  координатахъ  называемы 
разстояніе  отъ  начала  координатъ  до  точки  въ  пространствѣ,  прямоугольныя  ко- 


ординаты которой  ж,  у, 


Называемъ 


прямую 


) 


проведенную  отъ  начала  коор- 


динатъ до  конца  з. 


уголъ  между  г и 


9 


со  уголъ  между 


и оси  положитель 


чрезъ 


данную 


точку  плоскость 


пыхъ  ж- въ.  Полагаемъ  еще  II  (ж)  = X,  II  [у) 
Ведемъ 
прямая 
П г’) 


ГД  (г) 


3 


П (г) 


В,  П (а) 


перпендикулярно 


къ 


оси  з. 


Пусть  г 


) 


проведенная  въ  этой  плоскости  отъ  данной  точки  къ  оси  г и полагаемъ 

К, 


Описываемъ  около  начала  координатъ  какъ  центра  сферу  тюлупоперечни 


комъ  г.  Плоскость  ж у пресѣкаетъ  эту  сферу  въ  большомъ 


кругѣ 


3 


окружность 


котораго 


согласно  доказанному  выше  будетъ: 

« 

2 Я соіг.  В. 


Часть  этаго  круга  между  двухъ  плоскостей,  проведенныхъ  чрезъ  ось  г-овъ 
и наклоненныхъ  одна  къ  другой  подъ  угломъ  со,  должна  быть 

* 

со  соі§ . В. 

Окружность  круга  отъ  пресѣченія  тойже  сферы  съ  плоскостью 
чрезъ  данную  точку  и перпендикулярной  къ  оси  г будетъ: 

2 я соЧг.  В'. 


і 


проходящею 


часть  этой  окружности  между  двухъ  носкостей,  проведенныхъ  чрезъ  ось 
з и наклоненныхъ  подъ  угломъ  со,  должна  быть: 


со  соі§.  В 
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Измѣненіе 


> 


произведенное 


въ  этой 


послѣдней 


дугѣ  приращеніемъ  угла  & 


на  <1  со,  должно  быть 


I со  соіе.  Я 
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дѣльной  сферы  безконечно  простирающуюся  въ  сторону  параллельности  осей 
предѣльной  сферы.  Пусть  5'  будетъ  частъ  другой  предѣльной  сферы  съ  осями 
параллельными  къ  прежнимъ  и обращеннымъ  въ  туже  сторону,  часть,  которая 
находится  внутри  конической  поверхности.  5,  5'  и часть  конической  поверхности 
между  обѣими  предѣльными  сферами  заключаютъ  объемъ  конечный  во  всѣ  сто- 
роны, который  ны  предлагаемъ  опредѣлить.  Называемъ  с часть  оси  между  двухъ 
предѣльныхъ  сферъ.  Повторяемъ  прямую  с нѣсколько  разъ  на  одной  взь  осей 
предѣльныхъ  сферъ,  проходящихъ  чрезъ  одно  изъ  точекъ  кривой,  ограничиваю- 
щей 5,  начиная  съ  той  точки  гдѣ  эта  ось  пересѣкаетъ  5'.  Ведемъ  чрезъ  точки 

♦ 

дѣленія  предѣльныя  сферы  съ  осями  параллельными  къ  осямъ  двухъ  первыхъ 
и обращенными  въ  туже  сторону.  Пусть  5"  5"'  и т.  д.  части  этихъ  предѣльныхъ 
сферъ  внутри  конической  поверхности.  Изъ  того,  что  было  доказано  о дугахъ 
предѣльнаго  круга  расположенныхъ  подобно,  какъ  и здѣсь  части  предѣльной 
сферы,  слѣдуетъ,  что 

5'  — 8е~*с 

5"=$е~4С 


Эта  величина  не  должна  зависитъ  отъ  с,  а это  требуетъ,  чтобы: 

С=  (1  — е~іс)А, 

гдѣ  Л число  отвлеченное,  а такъ  какъ  единица  объема  произвольна,  то  мы  при 
мемъ  С -■=  ] (1  съ  тѣмъ  чтобы  объемъ  Р будучи  кыраженъ  формулой 

Р=18(  1 — е-зс) 
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уравненіе, 


даетъ: 


і зіп.  II  (а). 


* 


8іп-(бТг)=і8І”-Я(?)- 

Если  К и г даны,  то  возможно  вывести  изъэтаго  уравненія  значеніе  Д{1) 
послѣ  чего  находимъ  уголъ  параллельности  П ( х ) для  всякой  прямой  х.  Разстоя- 
ніе между  небесными  тѣлами  доставляетъ  намъ  случай  наблюдать  углы  треуголь- 
никовъ, которыхъ  бока  очень  велики.  Называемъ  а геоцентрическую  широту  не- 
подвижной звѣзды  въ  данную  эпоху,  а /?  другую  геоцентрическую  широту  той- 
же  звѣзды,  которая  отвѣчаетъ  времени,  когда  земля  снова  находится  въ  плоско- 
сти перпендикулярной  къ  эклиптикѣ  и проведенной  чрезъ  первое  мѣсто  звѣзды. 
Пусть  2 о.  разстояніе  между  этими  двумя  положеніями  земли,  уголъ  подъ 

которымъ  видно  разстояніе  2 а изъ  звѣзды.  Если  углы  а,  Д неудовлетворяютъ 
уравненію  а = /8  + б',  то  это  будетъ  знакомъ,  что  сумма  трехъ  угловъ  этого 


